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Introduccion

¢Qué es una sefal? ¢Cudles son su utilidad e interés en los dmbitos de trabajo y conocimiento
de las ingenierias? La teoria de sefiales y sistemas resulta ser de gran importancia en estos
ambitos, pues proporciona herramientas conceptuales y matematicas que permiten planteary
resolver problemas pertenecientes a la prdctica totalidad de dareas de las ingenierias:
electrénica, procesamiento de datos, sistemas de comunicacidn, etc. Gran cantidad de
problemas y situaciones pueden ser abordados, pensados, modelizados y resueltos de forma
satisfactoria gracias a la teoria de sefiales y sistemas.

En el presente médulo, se establecen los marcos conceptual, matemdtico y practico que
permiten poner las bases sobre las que se desarrolla toda la teoria de sefiales y sistemas. Para
empezar, en la primera seccidn se da la definicién bdsica de sefial y se especifica la notacién
que nos permite trabajar con este concepto en términos matematicos. Asimismo, se
determinan las clases de sefiales de las que se ocupa la teoria que se desarrolla tanto en este
madulo como en los posteriores.

A continuacion, el resto de secciones del mdédulo estan dedicadas a introducir las herramientas
basicas necesarias a la hora de trabajar con sefiales: las operaciones basicas de calculo entre
sefales, las transformaciones mds importantes que puede sufrir una seiial, las diferentes
tipologias de sefiales que pueden establecerse atendiendo a distintos criterios de clasificacién,
los principales pardmetros que se usan para caracterizar una sefial, cudles son las sefiales mas
comunmente usadas en la practica, etc. Ademas, al final del médulo, hay una ultima seccion
dedicada a comentar la relacidn existente entre el concepto de sefial y el concepto de vector,
clave para poder llegar a entender en profundidad la teoria de sefiales y sistemas.

A lo largo de estas secciones y apartados, los diferentes desarrollos teéricos van acompafiados
de ejercicios a modo de ejemplo, que vienen a ilustrar la teoria previamente presentada y que
también permiten hacer inventario de las diferentes herramientas matematicas de uso mas
comun al trabajar con sefales: representacion de funciones, calculos de derivadas, de
integrales, de series numéricas, etc. A este respecto, los ejercicios son resueltos tanto de
forma analitica, como mediante el uso de la herramienta MATLAB, un software de gran
potencia y utilidad en el ambito de la teoria de sefiales y sistemas. Para ver el detalle del uso
de MATLAB en la resolucién de los ejercicios, se recomienda consultar el Anexo de este
madulo.

Finalmente, se incluye una seccion a modo de resumen en la que se repasan los conceptos mas
importantes que se han desarrollado a lo largo del mdédulo y, ademas, todo un conjunto de
ejercicios de autoevaluacién, con sus respectivas soluciones, pensados para trabajar
precisamente dichos conceptos.
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Objetivos

Los principales objetivos de este mddulo son los siguientes:

1.

Saber qué es una seial, en el marco de la teoria de sefales y sistemas, y conocer cudles
son los dmbitos de aplicacidn del concepto de sefial.

Conocer cuadl es relacidn y qué diferencias hay entre las sefiales analdgicas y digitales.
Conocer la notacidn matematica propia de la teoria de sefiales y sistemas.

Saber representar graficamente sefiales y operar matemadticamente con ellas, tanto de
forma analitica, como mediante el uso de la herramienta software MATLAB.

Conocer los principales pardmetros que permiten caracterizar una sefal.

Conocer las principales transformaciones a las que puede ser sometida una sefial y saber
cudles son sus efectos.

Conocer los principales criterios de clasificacion que dan lugar a las diferentes tipologias de
sefales.

Conocer las sefiales mas tipicamente usadas en la practica y saber como trabajar con ellas.

Conocer la relacion existente entre en concepto de sefial y el de vector, y ser consciente de
su importancia y utilidad.
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1. Introduccion a las seiales analdgicas y digitales

En esta primera seccién se introduce, en primer lugar, la nocién bdsica de sefial (apartado 1.1)
y, a continuacion, se establecen el marco conceptual y el método de notacién matematica
(apartados 1.2 y 1.3) necesarios para construir la teoria de sefiales y sistemas que se empieza a
elaborar en las secciones restantes del médulo y se sigue desarrollando en los mddulos
posteriores.

1.1.;Qué es una senal?

Informalmente, cualquier representacion que contenga informaciéon acerca de la
naturaleza o el comportamiento de algiin fendmeno puede ser considerada una sefal.
En general, las sefiales se modelizan algebraicamente mediante funciones numéricas.
Por tanto, mas formalmente, una senal es una funcion de una o mas variables
independientes.

La nocion de sefial es fundamental y resulta de mucha utilidad en una amplia variedad de
disciplinas y campos de conocimiento, y muy especialmente en las ingenierias:

e Electrénica: la variacion a lo largo del tiempo de la diferencia de potencial medida
entre dos puntos de un circuito (aqui, la variable independiente seria el tiempo).

e Audio: la variacion a lo largo del tiempo de la corriente eléctrica proporcionada por un
microfono (variable independiente: el tiempo).

e Imagen: las componentes RGB de cada uno de los pixeles de una imagen digital
(variables independientes: las coordenadas espaciales de los pixeles).

e Video: los valores de luminancia de los pixeles de cada fotograma de una secuencia de
video de una cierta duracidn (variables independientes: las coordenadas espaciales de
los pixeles y el indice de los fotogramas).

e Comunicaciones: el ruido introducido por el canal en un sistema radio (variable
independiente: el tiempo).

e Antenas: el diagrama de radiacion de una antena (variables independientes: las
dimensiones del espacio).

e Economia: la fluctuacidn del valor bursatil de una compafiia a lo largo del tiempo
(variable independiente: el tiempo).

e Meteorologia: los valores de temperatura, humedad y presidon atmosférica tomados
durante un cierto periodo de tiempo en diferentes puntos de una cierta regién
(variables independientes: el tiempo y las dimensiones del espacio).
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e Docencia: la distribucién de notas de los estudiantes de una asignatura durante todo
un semestre (variable independiente: el indice de las pruebas de evaluacién).

Unicamente con estos pocos ejemplos ya se observa que, independientemente de los
fendmenos a los cuales estén asociados las sefiales (es decir, independientemente de cual sea
el origen de las sefiales), estas poseen ciertas caracteristicas generales que conviene
considerar. Las sefales pueden ser deterministas o aleatorias, periddicas o aperiddicas,
continuas o discretas, unidimensionales o multidimensionales, tener duracidn finita o infinita,
etc. En los siguientes apartados de esta seccién, asi como en el resto de secciones de este
moddulo, se da cuenta de toda esta diversidad de caracteristicas de las senales.

1.2.Seiiales unidimensionales

En este apartado, se especifica el tipo de sefiales al que se va a limitar nuestro estudio, y se
detalla la notacidn matematica que permite denotarlas y modelizarlas en términos algebraicos.

En primer lugar, nuestra teoria de sefales y sistemas se limita, sin que ello implique una
pérdida de generalidad, al estudio de seifiales unidimensionales, es decir, sefales que son
funciones de una Unica variable independiente.

En segundo lugar, dependiendo de la naturaleza de la variable independiente, cabe distinguir
entre dos grandes tipos de seiales unidimensionales: seiiales analdgicas y seiiales digitales.

Una seiial analdgica (o sefal continua) es aquella sefial cuya variable independiente es
una variable continua.

Una seiial digital (o sefal discreta) es aquella sefial cuya variable independiente es una
variable discreta.

En tercer lugar, es habitual que la variable independiente se identifique, aunque no siempre,
con algun tipo de magnitud fisica: tiempo, distancia, altura, frecuencia, etc. De nuevo sin que
ello impligue una pérdida de generalidad, en nuestra teoria de sefiales y sistemas se trabaja
con sefales temporales, es decir, con sefiales que representan informacién que varia a lo largo
del tiempo. Como consecuencia de esto, la variable independiente, ya sea continua o
discreta, sera identificada con el tiempo, con la frecuencia, o con ninguna magnitud fisica.

Y en cuarto lugar, se considera que tanto la variable independiente como la informacién
representada por una sefal son magnitudes numéricas. Por ejemplo, considérese una sefial
que represente la variacion de la temperatura de trabajo de un microprocesador (medida en
grados centigrados) a lo largo del tiempo (medido en segundos).

Teniendo en cuenta todas estas consideraciones y sin pérdida de generalidad, a continuacion
se establece la notacion matematica utilizada para representar seiales:
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Figura 1. Representacion grafica de dos sefiales reales. (a) Sefial analdgica en 0 < t < 1. (b) Sefal digital en 0 <
n < 20. En las etiquetas, las letras X e Y denotan, respectivamente, los ejes horizontal y vertical de la grafica.
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En la Figura 1, se muestran dos ejemplos de representacion grafica de sefiales. Ambas graficas
han sido generadas mediante la herramienta de software matematico MATLAB!. En general,
las representaciones graficas de sefiales en este mddulo, asi como en los mdédulos posteriores,
estan generadas mediante esta herramienta software.

Es importante notar que, en general, la representacion grafica de una sefal nunca podra
abarcar la seinal entera, sino solo un intervalo finito de la misma, puesto que el recorrido de
valores que puede adoptar la variable independiente siempre es infinito, ya sea esta entera,
real o compleja. Conviene tener esto siempre presente al generar y leer graficas de sefiales.

Asi, se observa que, ya sea analdgica o digital, una sefial no es mas que una secuencia de
valores numéricos a lo largo de una variable independiente. Por tanto, para acceder a un
valor numérico determinado de la sefial (esto es, a un elemento concreto de la secuencia), no
hay mds que indexar la variable independiente y especificar un valor de la misma. En el caso de
una sefial analdgica de variable real:

x(t) =x(t=t) (1)

para cualquier valor real de la variable independiente (Vt; € R)%. Y, en el caso de una sefial
digital (es decir, de variable entera):

x[n;] = x[n =n] (2)
para cualquier valor entero de la variable independiente (Vn; € Z).
A estos valores numéricos se les denomina valores de amplitud de la seial. Por tanto:

e Tomando, por ejemplo, los instantes t; = 0.2 y t, = 0.4 de la sefial analdgica ilustrada
en la Figura 1(a), se obtienen los valores de amplitud x(t;) = x(0.2) = 0.58 y x(t,) =
x(0.4) = —0.46.

e Tomando, por ejemplo, las muestras n; = 5 y n, = 14 de la sefial digital ilustrada en
la Figura 1(b), se obtienen los valores de amplitud x[n;] = x[5] = 0.5056 y x[n,] =
x[14] = 0.12009.

Asimismo, conviene notar que la secuencia de valores de amplitud de una seiial digital se
puede explicitar numéricamente:

x[n] = [+ x[=3] x[-2] x[-1] x[0] x[1] x[2] x[3] ---] (3)

Por ejemplo, el intervalo 5 <n < 10 de la sefial digital de la Figura 1(b) es el siguiente:
[0.5057 0.3562 0.3583 0.4638 0.5918 0.8558]. Sin embargo, no es posible explicitar
numéricamente la secuencia de valores de amplitud de una seiial analégica, ya que cualquier
intervalo finito definido sobre una variable continua comprende un nimero infinito de valores.

Se observa, también, que las dos sefiales de la Figura 1 son reales (todos sus valores de
amplitud lo son). En general, trabajaremos tanto con sefiales reales (x(s;) € R,Vs; € C;

1 M3s informacién en http://es.mathworks.com/products/matlab/
2 L3 ecuacién (1) se puede generalizar facilmente al caso de una sefial analdgica de variable compleja
haciendo x(s;) = x(s = s;),Vs; € C.
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x(t;)) € R,Vt; €ER; x[n;] € R,Vn; € Z) como con sefiales complejas (X(s;) € C,Vs; € C;
X(t;) € C,vt; € R; X[n;] € C,Vn; € Z). Para més detalles sobre esta distincion, consultar el
apartado 5.1 de este mismo mddulo.

Finalmente, es importante no olvidar que limitarnos al estudio de sefales temporales (o sea,
unidimensionales) no da como resultado una notacidn, unas representaciones y, en general,
toda una teoria de sefales y sistemas que ya no sirvan si se da el caso que haya que trabajar
con sefiales multidimensionales. Estos casos requieren, por supuesto, de extender esta
notacion y de ampliar la teoria, pero no de rechazarlas por tener que construir unas nuevas
desde cero. Lo que se estudia aqui es la teoria basica de sefiales y sistemas, que se limita a las
sefiales unidimensionales y que se puede generalizar y extender a casos mas complejos.

1.3.Relacion entre seifiales analdgicas y seiiales digitales

En este apartado se introduce la cuestién de como estan relacionadas entre si las sefales
analodgicas y las digitales. Aunque este es un asunto de gran interés y complejidad, aqui vamos
a plantearlo de forma muy breve, intuitiva y simplificada, puesto que, por el momento, en este
punto inicial del estudio de la teoria de sefales y sistemas no se requiere de mayores
explicaciones. Un estudio mds completo y detallado de esta cuestion (que es de gran
importancia) se proporciona mas adelante, en médulos posteriores.

En general, se puede plantear sin mayores problemas que una seial digital puede ser
entendida como el resultado del muestreo de una seiial analégica. Esto, expresado en
términos matematicos a partir de la notacién establecida en el apartado 1.2, no quiere
decir mas que lo siguiente:

x[n]=x({t=n-Ty) (4)
alli donde T;,, se denomina periodo de muestreo y se expresa en seg.

Es decir, los valores de amplitud de una sefial digital x[n], cominmente denominados
muestras, pueden ser entendidos como los valores de amplitud de una sefial analdgica
x(t) en determinados instantes de tiempo: ..x[—2] = x(—2Ty,), x[—1] = x(—T,,),
x[0] = x(0), x[1] = x(Tyy,), x[2] = x(2T;,)... Vn € Z.

Asi, lo que dice la ecuacién (4) es lo siguiente:

e Los valores de amplitud de una sefial analégica x(t) tomados periédicamente
cada T, segundos dan lugar a una sefial digital x[n].

e Una sefal digital x[n] puede ser expresada como la sucesion de muestras
tomadas periddicamente cada T, segundos de una sefial analdgica x(t).

Es importante notar que esto no quiere decir que, verdadera y necesariamente, toda
sefal digital sea el resultado del muestreo de una sefial analdgica, sino que puede ser
entendida perfectamente como tal, al margen de que realmente lo sea o no.
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Este planteamiento da lugar a dos hechos interesantes, los cuales son ilustrados en la Figura 2:

1. Partiendo de una misma sefial analdgica x(t), es posible obtener diferentes sefiales
digitales variando el valor de T,,. En la Figura 2(a-d), la sefial analdgica x(t) es
muestreada a diferentes valores de T,,,, dando lugar a tres sefiales digitales diferentes:
x1[n] (T, = 0.2 seg), x,[n] (T, = 0.1 seg) y x3[n] (T,,, = 0.05 seg).

2. Una misma sefal digital x[n] puede ser entendida como el resultado del muestreo,
para un mismo valor de T,,, de diferentes sefiales analdgicas (de hecho, de infinitas
sefiales analdgicas). En la Figura 2(e-h), se muestra cémo la sefial digital y[n] puede
ser entendida como el resultado del muestreo de tres sefiales analégicas diferentes:
y1(®), yo(t) y y3(t), con T,, = 0.05 seg en los tres casos.

@ . . (e)
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Figura 2. Relacion entre las sefiales analdgicas y las digitales a través del muestreo. (b-d) La linea punteada roja
representa la amplitud de x(t). (f-h) Los circulos rojos son las muestras de y[n], lo cual permite observar
facilmente que y[n] = y,(t = 0.05n) = y,(t = 0.05n) = y;(t = 0.05n).

Y, por el momento, no es necesario comentar nada mas sobre esta cuestion para ir avanzando
en la teoria. Conviene tener claro que este tema es mucho mas complejo y que aqui
Unicamente estamos planteando de forma muy sencilla un caso particular del mismo. Aunque
solo sea intuitivamente, es facil darse cuenta de algunas cosas:
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e Tomar muestras cada T,, segundos es solo una forma posible de entender el
muestreo. De hecho, a esta forma de muestrear se la denomina «muestreo uniforme»
(con una separacidn constante entre instantes de muestreo consecutivos: el periodo
de muestreo), pero estd claro que es perfectamente posible definir el «muestreo no
uniforme» de una sefal analdgica (con una separacidn variable entre instantes de
muestreo consecutivos), o incluso tomando las muestras en instantes escogidos
aleatoriamente, etc.

e Del mismo modo que puede obtenerse una seial digital a partir de una analdgica,
también es posible realizar el proceso en el sentido opuesto. De hecho, si una seiial
digital es realmente el resultado del muestreo de una cierta sefial analdgica, puede ser
de gran interés volver a obtener la seial analdgica original a partir de la sefial digital
obtenida en el muestreo. Pero, ées esto posible? Y, silo es, ¢es siempre posible o solo
bajo ciertas condiciones?

Como se ha comentado al inicio de este apartado, estas y otras cuestiones de interés se
abordan en mddulos posteriores, con el estudio del denominado «teorema del muestreo» (o
«teorema de Nyquist») y de los procesos de conversién analdgica-digital (obtencion de una
sefial digital a partir de una analdgica) y digital-analdgica (obtencidén de una sefial analdgica a
partir de una digital).



Universitat Oberta de Catalunya 15 Sefiales y sistemas | (Mddulo 1)
(uoq) Sefiales analdgicas y digitales

2. Operaciones basicas con senales

En esta seccidn se introducen las operaciones mds habitualmente utilizadas en la definicidon y
el manejo de sefales: suma, resta, producto, divisién y potencia. Adema3s, al final de la seccién
se estudian mads en detalle dos casos particulares de la suma y el producto de sefales.

Tal y como muestra la Tabla 1, todas las operaciones aritméticas elementales pueden usarse a
la hora de operar entre sefiales, tanto analdgicas como digitales. Se toman dos sefiales
(operandos) y se les aplica una operacion para obtener una nueva sefial (resultado):

Suma y(&) = x; () +x,(2) y[n] = x;[n] + x3[n]
Resta y(t) = x1.(8) — x,(0) y[n] = x;[n] — x;[n]
Producto | y(t) = x1(t) - x5(t) = x1(O)x2(t) | ¥[n] = x41[n] - x5[n] = x4 [n]x;[n]
s _x(0) _ x[n]
Division y(t) = N O) y[n] = %
Potencia y(t) = x;(t)*2® y[n] = x;[n]*M

Tabla 1. Operaciones aritméticas elementales definidas para sefales tanto analégicas como digitales.

Aplicadas a sefiales, estas operaciones funcionan exactamente igual que aplicadas a escalares,
puesto que, para todo valor de la variable independiente, la amplitud correspondiente del
resultado se obtiene aplicando la operacion a las amplitudes correspondientes de los
operandos; es decir, que?:

y() =x(t) K x,(t) © y(t) = x,(t) K xy(t),Vt; ER (5)
yInl = x1[n] M x;[n] & yln] = xi[n] W x,[n;],vn; € Z (6)
alli donde el operador [X] denota cualquiera de las operaciones definidas en la Tabla 1.

Las ecuaciones (5) y (6) pueden parecer complejas, pero en realidad dicen algo muy simple. El
simbolo clave es la doble flecha (&), que, simplemente, indica que la ecuacién situada a su
izquierda y la ecuacion situada a su derecha tienen exactamente el mismo significado®.

Por ejemplo, tomando la ecuacion (5) para el caso particular de la suma (es decir, para el caso
particular en que el simbolo [X] simboliza la operaciéon suma), lo que se nos esta diciendo es
que la operacién suma definida para dos sefiales analdgicas x; (t) y x, (t):

y(@) = x1() + x2(0) (7)

consiste en sumar punto a punto las amplitudes de ambas, de modo que la amplitud de la
sefial y(t) en cualquier instante de tiempo (para cualquier valor de la variable independiente)
es igual a la suma de las amplitudes de x; (t) y x,(t) en ese instante de tiempo:

3 La ecuacidn (5) se puede generalizar facilmente al caso de una sefial analdgica de variable compleja
haciendo y(s) = x;(s) X x,(s) & y(s;) = x.(s;) X x,(s;) ,Vs; € C.
4 El simbolo < se lee como «si y solo si», 0 «es lo mismo que», o «es equivalente a».
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(&) = x1(t) + x,(¢) ,VE; ER (8)

Y lo mismo ocurre para cualquier otra operacién (resta, producto, divisién o potencia), tanto
en la ecuacion (5) como en la (6). Es decir, que las operaciones basicas entre sefiales funcionan
exactamente igual que las operaciones basicas entre funciones; no en vano, ya hemos visto en
la seccidn anterior que una sefial no es otra cosa que una funcién.

A partir de esta definicidn, se sigue trivialmente que las propiedades conocidas de estas
operaciones aplicadas al operar con escalares también se mantienen al operar con seiales
(segun cada caso: la propiedad conmutativa, la asociativa, la distributiva, etc.).

®, 1) (a) X:0.8 —& %yl (a) X 17
2 ) Y:1.416 I 2 —& xln] Y:0.98
1 SN n
: wllsesenelltelee[To08
0 | | | [ ¥:1.112 P ¢ <L (b,J)(b <L Om (b°|>
0 02 0.4 06 08 1 0 5 10 15 f: :';55
t n —
(b) y{8) = x, (t+,(8 () y,[0] = x,nlx,dnl x. 17
3 1 Y:0.43
az//' E , [£9 202907 .1 Tuts
< = & vy

0.4 ] 5 10 15

20
t n
(c) ¥, (t) = x, (t)-x,(t) (i) y,[n] = x,[n]-x,[n] x:17
2 X: 0.8 2 ¥:1.53
= \\ Y:-0.3044 = T u
™ 0 u 1
= -
L * lTeenl Tt
0 02 0.4 06 08 1 0 5 10 15 20
t n
(d) y,(t) = x (t)x,(t) (i) y 4[] = x, [n]x, [n]
: = TR
t}f—? 4 /// X:08 %-0.5 |
Y: 1.575 o
DD 02 0.4 06 08 1 ! 0 5 10 15 0558
' n X: 17
(e) y,(t) = x, (B)x, (1) (k) y4[n] = x, [n]/x,[n] Y1782
20 D(L(b(LU(Ld)(LJ)(bA)U@(LU (b.é)d’
E;. 10 X:08 'E‘g. 10
- g Y: 0.7851 >
0 u = 20
0 02 0.4 06 08 1 0 5 10 15 20
t n
(A y(t) = x, (1" (1) yln] = x, [n]*2!"
1.5 T T 3 T
X: 0.8 X: 17
= Y:1.162 c 2 ¥Y: 1.011
= n = ™
L etaReRoReaNRARGRAR!
0 02 0.4 08 08 1 0 5 10 15 20

t

n

Figura 3. Ejemplos de operaciones aritméticas basicas con seiiales reales. (a-f) Las etiquetas indican los valores de
amplitud de las sefales analdgicas para t = 0. 8. (g-1) Las etiquetas indican los valores de amplitud de las sefiales
digitales paran = 17.

En relacién a estas operaciones, hay dos transformaciones muy habitualmente aplicadas a
sefales reales: el desplazamiento vertical de una sefial (suma de una sefial mdas una
constante) y el escalado en amplitud de una sefial (producto de una sefial por una constante).



Universitat Oberta de Catalunya 17 Sefiales y sistemas | (Mddulo 1)
(uoq) Sefiales analdgicas y digitales

2.1.Desplazamiento vertical de una senal

La suma de una sefial mas una constante es una operacién muy habitual en la practica®,
consistente en que a todos los valores de amplitud de la sefial se les suma una constante®:

yt)=x(t)+K o y(t;) =x(t;)+K,Vt; ER (9)
ylnl=x[n]+K < y[nl=x[n]+K,vn, €Z (10)

alli donde K es un valor constante’.

Asi, en términos de representacion grafica, el resultado de esta operacién en sefiales
reales (o sea, con K € R) consiste en un desplazamiento vertical de la senal:

e Laseiial «subey, si la constante sumada es positiva (K > 0).
e Llasefal «baja», si la constante sumada es negativa (K < 0)%.

T T T T
[t}

yit) = x(t)+2 £E
Y:1.751

- o

:0.249

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 0.3 04 0.5 086 07 0.8 09 1
t
— xn] (b) X:13
1 — yln] =x[n}1.5 T T T . Y:0.7487 T T % 20

Y:0.358

0 T Y o
X: 13
05 Y:-0.7513 .
il X: 20

Y:-1.142

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 4. Ejemplos de desplazamiento vertical de sefiales reales. Las lineas punteadas azul y roja representan, en
(a), los niveles del offset de x(t) e y(t) = x(t), respectivamente; y, en (b), los de x[n] e y[n], respectivamente.

En la Figura 4 se observa que «la forma» de la sefial no se ve modificada como resultado de
sumarle o restarle una constante, sino que lo tinico que cambia es su ubicacidn vertical (la
seial se desplaza a lo largo del eje de ordenadas); es decir, lo que cambia es el valor de

5> Es un caso particular de la suma de sefiales: a una sefial se le suma otra sefial de amplitud constante,
que es aquella cuyos valores de amplitud no varian a lo largo de toda la variable independiente.

6 La ecuacién (9) se puede generalizar facilmente al caso de una sefial analdgica de variable compleja
haciendo y(s) = x(s) + K & y(s;) = x(s;) + K ,Vs; € C.

7 Obviamente, con la resta sucede lo mismo: restarle K a una sefial no es mas que sumarle (—K).

8 Obviamente, al restar una sefial menos una constante, ambos casos se dan al revés.
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amplitud al que la sefal esta verticalmente «centrada». A este valor se le conoce como offset
de la sefal y es un pardmetro de gran importancia que es estudiado mas en detalle en el
apartado 6.2 de este mismo mddulo.

2.2.Escalado en amplitud de una seial

El producto de una sefial por una constante es también muy habitual en la practica® y consiste
en que todos los valores de amplitud de la sefial quedan multiplicados por una constante’:

y() = Kx(t) & y(to) = Kx(t;),vt; €R (11)
y[n]l = Kx[n] & y[ne] = Kx[n;],vn; €Z (12)

alli donde K es un valor constante que denominaremos factor de escalado’’.

Asi, en términos de representacion grafica, el resultado de esta operacion en sefiales
reales (o sea, con K € R) consiste en un escalado en amplitud de la seiial:

e La senal se «expande» verticalmente, si el médulo del factor de escalado es
mayor que la unidad (| K| > 1); es decir, la sefial es amplificada.

e La seifial se «comprime» verticalmente, si el médulo del factor de escalado es
menor que la unidad (| K| < 1); es decir, la sefial es atenuada®?.

Asimismo, ademas de verse amplificada o atenuada, si el factor de escalado es negativo
(K < 0), se produce una reflexidon vertical de la sefial: cambia el signo de todos los
valores de amplitud de la sefial, de modo que la sefal «rota» verticalmente respecto
del eje de abscisas (sus partes positivas en amplitud pasan a ser negativas, y viceversa).

En la Figura 5 se observa que la amplificacidn, atenuacion y/o reflexion vertical (segtn el caso)
de la sefial se realizan alrededor del valor de amplitud O; es decir, que, al escalar en amplitud
una sefial, «la forma» de la sefial se «expande», «comprime» y/o «rota 180°» respecto del
eje de abscisas®®.

En la seccidon 6 de este mismo moédulo, se estudia mas en detalle cdmo el factor de escalado
que se le aplica a una sefial afecta a los parametros fundamentales de la misma: su maximo y
su minimo, su offset, y su energia y su potencia media.

® Analogamente, se trata de un caso particular del producto de sefiales: una sefial es multiplicada por
otra de amplitud constante.
10 |3 ecuacién (11) se puede generalizar facilmente al caso de una sefial analédgica de variable compleja
haciendo y(s) = Kx(s) & y(s;) = Kx(s;),Vs; € C.

. . e e g . . e gs ~ e qe 1
11 Obviamente, con la divisidn sucede lo mismo: dividir una sefial entre K es multiplicarla por (E)
12 Obviamente, al dividir una sefial entre una constante, ambos casos se dan al revés.
13 La «reflexion vertical» o «rotacién de 180°» respecto del eje de abscisas puede entenderse también
como un «efecto espejo» o «flip» sobre el eje de abscisas.
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Figura 5. Ejemplos de escalado en amplitud de una sefial: (a) y(t) = %x(t); (b) y[n] = —3x[n].
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3. Funciones basicas para definir sefiales

Puesto que, las sefiales no son mas que funciones de una variable independiente, toda funciéon
conocida del célculo matematico puede ser utilizada para definir sefiales (polinomios,
exponenciales, logaritmos, funciones trigonométricas, etc.). En esta seccidon se presentan
algunas definiciones bdsicas de sefiales a partir de familias de funciones matemdticas
conocidas y ampliamente usadas en la practica.

Asi, a continuacién repasaremos cuales son las principales familias de funciones matematicas
gue se usan para definir sefiales:

e Sefales polindmicas.

e Sefales exponenciales.

e Sefales logaritmicas.

e Sefiales trigonométricas.

e Sefales definidas por intervalos.

Aunque en la seccidn 7 se estudian las sefiales tipicas mas importantes, en la presente secciéon
ya se introducen algunas herramientas basicas de uso muy habitual, y se empiezan a planteary
resolver ejercicios de representacion grafica de sefiales.

3.1.Senales polinémicas

En primer lugar, estd la familia de las sefiales polinédmicas, que son aquellas que pueden ser
expresadas en forma de polinomio de su variable independiente.

En general, toda senal polinémica es de la forma:

!
x(t) = Z aitt = @pt* + apy T+ o+ a_ tUL + apt! (13)
i=k
L
X[Tl] = 2 ai?’li = aknk + ak+1nk+1 + oo al_lnl—l + alnl (14)
i=k

alli donde los coeficientes a; son constantes Vi € {k, ..., 1}, i,k,l €Z, siendo k <, y
donde el valor de [ determina el orden (o grado) de la sefial polindmica.

Mas concretamente, las sefales polindmicas reales son aquellas en las que todos los
coeficientes son valores reales: a; € R,Vi € Z. De no darse esta condicién, estariamos
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trabajando con sefales polindmicas complejas, cuyas particularidades son tratadas en el
apartado 5.1 de este mismo mddulo.

Sefiales muy habituales en la practica, como la sefial constante (sefial polindmica de orden 0):
x(t) = ay (15)
x[n] = ag (16)

alli donde el coeficiente ay es una constante (es decir, no es una funcidn que depende de t o
n, respectivamente), o la sefal en forma de recta (sefial polindmica de orden 1):

x(t) = ag + ast (17)
x[n] =ay +a;n (18)

alli donde el coeficiente a, es la ordenada en el origen y el coeficiente a, es la pendiente de la
recta, no son sino casos particulares de sefiales polindmicas reales.

A continuacidn, se plantean dos ejercicios de representacién grafica de sefiales polindmicas.
Ejemplo 1

Tenemos las siguientes sefales analdgicas polindmicas reales:

2
3
x,(t) =05+t —2t? +¢3 (20)
Se pide representarlas graficamente para t € [—1,1].
Solucion

Para una versidn extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucion de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este mdédulo.

Se observa que x;(t) es una sefial analdgica constante negativa y que x,(t) es una sefial
analdgica polindmica de orden cubico:

x40t

*,(t)

-1 08 -06 -04 02 0 02 0.4 06 08 1

Figura 6. Representacion grafica conjunta de x4 (t) y x, (t).
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Ejemplo 2

Tenemos las siguientes sefiales digitales polindmicas reales:

x[n] =14+ 2n (212)
x [n]=3—n—in2 (22)
2 10

Se pide representarlas graficamente paran € {—10, ...,10}.
Solucién

Para una version extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucion de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este mddulo.

Se observa que x; [n] es una recta discreta de ordenada en el origen igual a 1 y pendiente igual a
2 y que x,[n] es una sefial discreta polindmica de orden cuadrético:

257

ST pae ]
T o]

0 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10
Figura 7. Representacion grafica de x,[n] y x;[n].

Finalmente, completamos este repaso recordando las reglas de derivacion de las funciones
polinédmicas, que se aplican directamente a fin de poder calcular la derivada de una sefal

polinémica analdgica (por ser esta de variable continua, ya sea real o compleja).
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Es importante notar que, en general, el calculo diferencial e integral no se aplica a las seiales
digitales, por ser estas de variable discreta.

3.2.Seiiales exponenciales

En segundo lugar, estdn las sefiales exponenciales, que son aquellas que tienen forma de
funcidn exponencial, donde la base es una constante y la variable independiente esta en el
exponente. Por tanto, una sefial exponencial no es sino un caso particular de la operacion
potencia entre dos sefiales (ver Tabla 1), donde la base es una sefial de amplitud constante y el
exponente es una sefal cualquiera.

En general, toda senal exponencial es de la forma:
x(t) = a¥® (25)
x[n] = a¥M (26)

alli donde a es una constante denominada base de la exponencial, y(t) e y[n] son dos
sefiales cualesquiera. Se dice que las sefiales x(t) y x[n] son sefiales exponenciales en
base a.

Las sefales exponenciales reales son aquellas sefiales exponenciales que cumplen con las
siguientes condiciones:

x(t) = a,Y® (27)
x[n] = a,?™ (28)
alli donde:

e @, es una constante real positiva (a; € R, a; > 0).
® a, esuna constante real (a, € R).
e y(t) e y[n] son dos sefiales reales.

Cuando se da el caso que las constantes a; y a, no cumplen con estas condiciones, o cuando,
independientemente de eso, se da el caso que y(t) e y[n] son sefiales complejas, entonces
x(t) y x(t) son sefiales exponenciales complejas, cuyas particularidades son tratadas en el
apartado 5.1 de este mismo mddulo.

Mas concretamente, un caso de especial relevancia practica es el de las sefiales exponenciales
reales mas bdsicas, que son aquellas sefiales exponenciales reales en las que y(t) =t, o
y[n] = n; es decir, que son aquellas sefiales exponenciales reales en las que el exponente es
la variable independiente:
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x(t) = a;* (29)
x[n] = a,™ (30)

donde a, es una constante real positiva (a; € R,a; > 0) y a, es una constante real (a, € R).

El comportamiento a lo largo del tiempo de las sefales exponenciales reales basicas
depende de los valores adoptados por las constantes a; y a,.

En el caso analdgico:

e Si0<aq<1,x(t) es de monotonia estrictamente decreciente: su amplitud
decae con el tiempo, tendiendo a +oco para valores de t muy negativos
(x(t » —00) > +0) y a0 para valores de t muy positivos (x(t — +o0) — 0).

e Sia; > 1, x(t) es de monotonia estrictamente creciente: su amplitud aumenta
con el tiempo, tendiendo a 0 para valores de t muy negativos (x(t - —) — 0)
y a +oo para valores de t muy positivos (x(t - +00) — +00).

Y en el caso digital:

e Sia, >0, el comportamiento de x[n] respecto de a, es analogo al de x(t)
respecto de ay; es decir:

" Si 0<a;<1, x[n] es una sucesion monétona estrictamente
decreciente: a medida que el tiempo avanza, cada valor de amplitud es
menor que el anterior (x[n;] < x[n; — 1]), tendiendo la amplitud a +o
para valores de n muy negativos (x[n - —o] — +o0) y a 0 para valores
de n muy positivos (x[n = +o] - 0).

= Sia, > 1, x[n] es una sucesién monétona estrictamente creciente: a
medida que el tiempo avanza, cada valor de amplitud es mayor que el
anterior (x[n;] > x[n; — 1]), tendiendo la amplitud a 0 para valores de
n muy negativos (x[n - —oo] - 0) y a +oo para valores de n muy
positivos (x[n —» +o0] - +0).

e Sia,; <0, x[n] es una sucesion alternada: sus valores de amplitud son positivos
para valores de n pares (x[n;] > 0,Vn; = 2m,m € Z) y negativos para valores
de nimpares (x[n;] < 0,Vn; = 2m + 1, m € Z). Y, ademas de esto:

" Si—-1<a; <0, laamplitud de x[n] tiende alternadamente a 0 para
valores de n muy positivos (x[n = +o] — 0).

*  Sia, < —1, laamplitud de x[n] tiende alternadamente a 0 para valores
de n muy negativos (x[n - —o] - 0).

Con el fin de ilustrar estos comportamientos aqui descritos, a continuacion se plantea un
ejercicio de representacion grafica de sefiales exponenciales reales basicas. En las tres graficas
de la Figura 8 pueden identificarse claramente dichos comportamientos.
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Ejemplo 3

Se pide representar graficamente las siguientes sefiales exponenciales reales bdsicas en los
intervalos t € [—10,10], para las sefiales analdgicas, yn € {—6, ...,6}, para las sefiales digitales:

x(t) = et (31)
() = G) (32)
x3[n] = G) (33)

x4[n] = 2™ (34)

1\" 35
wnl = (~3) >
xg[n] = (=2)" (36)

Soluciéon

Para una versidn extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucidn de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este mdédulo.

PRI S (a) Senales exponenciales analogicas
4 (t) =gl
2 *,(t) = (1le)t

80
—a ) =(12)"
60
—) x4ln]:2"
40
0 : i ¥ @ [ I - W A r :
6 -4 -2 ] 2 4 6
n
(c) Sefiales exponenciales digitales de base negativa
100 1
—& xgln]=(-12)"
50 1 — ] =(-2)"
0 iy -
I W
-50 ; : : : : !
) -4 -2 0 2 4 &

n
Figura 8. Representacidn grafica de sefiales exponenciales reales basicas.
Asimismo, yendo un poco mas alld de las sefiales exponenciales reales basicas, unas senales

exponenciales reales muy habitualmente usadas en la practica son aquellas en las que los
exponentes de las sefales son funciones polindmicas. Es decir, partiendo de las ecuaciones
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(27) y (28), son aquellas en que y(t) e y[n] son sefiales reales de la forma definida en las
ecuaciones (13) y (14).

A continuacidn, se plantea un ejercicio de representacion grafica de dos sefiales de este tipo.

Ejemplo 4

Se pide representar graficamente las siguientes sefiales exponenciales reales en los intervalos t €
[—4,4]yn € {—6,...,6}:

x,(t) = et (37)
x,[n] = 0.9-0-1n*-2n+1 (38)
Solucién

Para una versidn extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucion de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este mdodulo.

(a) Sefal exponencial analagica

0.5
0 !
-4 3 2 1 ] 1 2 3 4
t
(b) Sefial exponencial digital
6 : . : .
& xjn) = 0_g[-o.mz-zn—n
al
| T T
b e 9 ¢ ¢ F 9 f T
-6 -4 -2 ] 2 4 [

Figura 9. Representacion grafica de sefiales exponenciales reales con exponente polinémico.

Finalmente, completamos este repaso recordando las reglas de derivacion de las funciones
exponenciales, que se aplican directamente a fin de poder calcular la derivada de una sefial
exponencial analégica.

Partiendo de la ecuacion (25), la derivada respecto de t de una sefal exponencial
analdgica x(t) es de la forma:

d d y(t) d
_ 9;(:) — (C;t ) = ln(a)%t)ay ® =In(a) y'(©)x(t) k)

x'(8)

siendo In(a) el logaritmo neperiano de a, e y'(t) la derivada de y(t) respecto de t.

Por tanto, se trata de una nueva sefial analégica definida como el producto del
logaritmo neperiano de la base de x(t), la derivada del exponente de x(t), y x(t).
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En el caso de la sefial exponencial analdgica basica de base e, su sefial derivada es ella misma:

d(e*)
praie et (40)

3.3.Senales logaritmicas

En tercer lugar, estdn las sefiales logaritmicas, que son aquellas que tienen forma de funcién

logaritmica, donde la variable independiente aparece en el argumento del logaritmo.

Para un repaso sobre logaritmos, se recomienda consultar el Anexo de este médulo.

Finalmente, nos limitaremos a recordar las reglas de derivacién de las funciones logaritmicas,
que se aplican directamente a fin de poder calcular la derivada de una sefial logaritmica
analdgica.

Un caso interesante es el de la derivada del logaritmo neperiano de una seial cualquiera:

d(In(y(®)) _y'®

(44)

dt y(@®)
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3.4.Senales trigonométricas

La dltima familia de funciones basicas que veremos es la de las funciones trigonométricas.
Nuestro repaso sera breve y conciso, ya que el caso particular de la sefial sinusoidal constituye

una de las sefiales tipicas que se estudian en detalle mas adelante (ver apartado 7.4).

Para un repaso sobre funciones trigonométricas, incluyendo y muy especialmente las férmulas
de Euler, se recomienda consultar el Anexo de este mddulo.
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3.5.Seinales definidas por intervalos

Finalmente, una sefal puede estar constituida por distintas sefiales de diferente naturaleza,
ocupando cada una su intervalo correspondiente a lo largo de la variable independiente.

Definir una sefial por intervalos consiste en establecer diferentes intervalos (tramos de
valores de la variable independiente) y la forma de la sefial en cada uno de ellos:

x1(t) para t; <t<t,
x(t) para t, <t<t;
x(t) ={x3(t) para t3<t<t, (51)

xy(t) para ty <t <ty4

x.1[n] para n,<n<n,
xy[n] para n, <n<ng
x[n] ={x3[n] para ny<n<n, (52)

xy[n] para ny <n<nyy,
alli donde M es el nimero total de intervalos; t; y n; son los limites iniciales del intervalo

i-ésimo; y x;(t) y x;[n] son las sefiales que definen en su intervalo i-ésimo a x(t) y x[n],
respectivamente.

Se observa que la definiciéon de los limites de cada intervalo también puede ser expresada
mediante notacion conjuntista:

x1(t) para tE€ [ty,t,)
x,(t) para tE€E [ty t3)
x(t) =3 x3(t) para t € [ts,ty) (53)

xy(t) para t € [ty, tys1)

x1[n] para ne€f{ng..,n, —1}
xz[n]  para né€{n,,..,ng—1}
x[n] =14 x3[n] para n€{ns..,n,—1} (54)

xy[n] para n € {ny, .., nyq—1}

En el caso mds general, la sucesion de intervalos en que se define una sefial recorre la variable
independiente en su totalidad, es decir, de —o0 a 0. Si este es el caso, esta claro que:

o t; > —00;ty4q — +00; el primerintervaloest < t, 0t € (—,t;); yel Ultimoest >
ty, Ot € [ty, +00).
e Ny > —00; Ny — 10, el primerintervalo esn < n, y el dltimo esn = ny,.

A continuacidn, se propone un ejercicio de representacion grafica de sefiales definidas por
intervalos.
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Ejemplo 5
Se tienen las dos sefiales siguientes definidas por intervalos:

0 para t<O0
10t -1 para 0<t<1
10—-101 para 1<t<2
0 para t=2

x(t) = (55)

44+4n+4n?> para n<-2
y[n] = 0 para —2<n<3 (56)
—4—4n—4n?> para n=>3

Se pide representarlas graficamente en los intervalos t € [—1,3] yn € {—20, ...,20}.
Solucién

Para una version extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucion de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este mddulo.

i
N

-2000
-20

y[n]
[=1]

-15 -10 -5 0 5 10 15 20
Figura 10. Representacion grafica de sefales definidas por intervalos.

Finalmente, la derivada de una sefial analdgica definida por intervalos se obtiene aplicando el
calculo de la derivada en cada intervalo por separado, de tal manera que la sefial derivada
resultante queda también definida por la misma divisidn de intervalos que su sefial primitiva:
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Es importante notar que x(t) puede presentar problemas de derivabilidad en los puntos de
separacion entre intervalos, es decir,ent = t; ,Vi € {1, ..., M}.
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4. Transformaciones de la variable independiente

En los apartados 2.1 y 2.2 de este mismo mddulo, ya hemos estudiado las dos
transformaciones mas bdésicas que se le pueden aplicar a una sefal (sumarle una constante y
multiplicarla por una constante), poniendo especial énfasis en sus efectos desde el punto de
vista de la representacion grafica de sefiales reales: el desplazamiento vertical de la sefial y el
escalado en amplitud de la seiial, respectivamente.

En esta seccidon, vamos a completar el estudio de las transformaciones basicas de sefiales,
introduciendo las transformaciones que mas habitualmente se le aplican a la variable
independiente de una sefial y poniendo especial atencidon, de nuevo, en qué efectos tienen en
la representacioén grafica de las sefiales reales. Estas transformaciones, y sus correspondientes
efectos en sefales reales, son las siguientes:

e Sumarle una constante a la variable independiente, provocando el desplazamiento
horizontal de la sefial.

e Cambio de signo de la variable independiente, provocando la reflexién horizontal
sobre el eje de ordenadas de la seiial.

e Multiplicar la variable independiente por una constante positiva, provocando la
compresidon/expansion horizontal de la sefial.

Es importante destacar lo siguiente: los efectos que estas transformaciones de la variable
independiente provocan en las representaciones graficas de las sefiales reales nos van a
interesar Unicamente en los casos de sefiales de variable entera (por ejemplo: x[n], conn € Z)
o sefiales de variable real (por ejemplo: x(t), con t € R), pero no asi en el caso de sefiales de
variable compleja (por ejemplo, x(s), con s € C). Esto es debido a que, en términos generales,
tanto en este mdédulo como en los mdédulos posteriores, no vamos a necesitar representar
graficamente senales de variable compleja.

4.1.Desplazamiento horizontal

El sumarle/restarle una constante a la variable independiente de una sefial es una
transformacidon muy habitual en la practica que consiste en desplazar la sefial a lo largo de la
variable independiente!*:

y(®) =x(t Lty & yt) =x(t; £t),Vt; ER (58)
y[n] =x[ntne] & y[n] =x[n; £ne],vn; €Z (59)

alli donde ty € Ry ny € Z, siendo ambas dos constantes positivas (£, 19 > 0).

14 La ecuacién (58) se puede generalizar facilmente al caso de una sefial analégica de variable compleja
haciendo y(s) = x(s £ s¢) & y(s;) = x(s; = 50),Vs; € C, siendo s, € C.
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En términos de representacion grafica, el resultado de esta transformacion de la variable
independiente en sefnales reales consiste en un desplazamiento horizontal de la sefial,
de modo tal que el sentido del desplazamiento viene determinado por el hecho de si la
constante esta siendo sumada o restada:

e La senal «se atrasa», es decir, se desplaza en el sentido positivo de la variable
independiente (o sea, «hacia la derecha»), si la constante esta siendo restada.

e La senal «se adelanta», es decir, se desplaza en el sentido negativo de la
variable independiente (es decir, «hacia la izquierda»), si la constante esta
siendo sumada.

(a) Senal analogica origen

T T T T T T
' X:1.35 ]
o8k x(t) Y: 0.6565 7
|
0.6 B
0.4 b
0.2 - .
0 1 1 1 | 1 1 1
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
t
(b) Desplazamiento horizontal de sefial analogica (se ha atrasado 2 segs.)
T T T T T T T
T X:3.35 ]
08 x(t-2) Y: 0.6565 B
[ ]
0.6 b
0.4 - .
0.2 B
o 1 1 1 | 1 1 1
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
t
(c) Seiial digital origen
5 L T T T T T T ]
—& x[n)
4 X: 4 i
/87
| T T _
o | l 1 | 1 | |
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
n
(d) Desplazamiento horizontal de sefal digital (se ha adelantado 10 muestras)
T T T T T T T
&L i
— wn+10]
4 X: 6 |
¥:2
| T T _
D 1 1 1 Y 1 1 1
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

n
Figura 11. Ejemplos de desplazamiento horizontal de sefiales reales.



Universitat Oberta de Catalunya 34 Sefiales y sistemas | (Mddulo 1)
(uoq) Sefiales analdgicas y digitales

En la Figura 11 se ilustran estos efectos, que a continuacién son descritos
pormenorizadamente, caso por caso:

o Siy(t) =x(t—ty), entonces y(t) es igual a x(t) desplazada t, segundos «hacia la
derecha» (o sea, en el sentido positivo de t); por ejemplo, parat = 0, donde antes de
la transformacion estaba x(0), ahora estd y(0) = x(0 — ty) = x(—ty): el valor de
amplitud x(—t,) se ha desplazado desde t = —t, hasta t=0 (o sea, se ha
«atrasado» t; segundos).

e Siy[n] = x[n — ny], entonces y[n] es igual a x[n] desplazada ny muestras «hacia la
derecha» (o sea, en el sentido positivo de n); por ejemplo, para n = 0, donde antes
de la transformacién estaba x[0], ahora esta y[0] = x[0 — ny] = x[—n,]: el valor de
amplitud x[—ny] se ha desplazado desde n = —n, hasta n =0 (o sea, se ha
«atrasado» ny muestras).

e Siy(t) =x(t+ty), entonces y(t) es igual a x(t) desplazada t, segundos «hacia la
izquierda» (o sea, en el sentido negativo de t); por ejemplo, para t = 0, donde antes
de la transformacion estaba x(0), ahora esta y(0) = x(0 + ty) = x(t,): el valor de
amplitud x(t,) se ha desplazado desde t = t, hastat = 0 (o sea, se ha «adelantado»
to segundos).

e Siy[n] = x[n + ny], entonces y[n] es igual a x[n] desplazada n, muestras «hacia la
izquierda» (o sea, en el sentido negativo de n); por ejemplo, para n = 0, donde antes
de la transformacion estaba x[0], ahora estd y[0] = x[0 + ny] = x[n,]: el valor de
amplitud x[ny] se ha desplazado desde n=n, hasta n=0 (o sea, se ha
«adelantado» ny muestras).

Obsérvese que ni «la forma» ni la ubicacidn vertical de las sefiales se ven alteradas, sino solo
su ubicacién horizontal (desplazamiento a lo largo del eje de abscisas). Asimismo, es
importante notar que, debido a que la variable independiente representa el tiempo, moverse
en su sentido positivo equivale a ir hacia el futuro, mientras que moverse en su sentido
negativo equivale a ir hacia el pasado; por lo tanto:

e Desplazar la sefial en el sentido positivo de |a variable independiente (o sea, moverla
«hacia la derecha») es equivalente a «enviarla hacia el futuro», y de ahi que se hable
de «atrasar la sefial» (puesto que la sefial «sucede mas tarde»).

e Desplazar la seiial en el sentido negativo de la variable independiente (o sea,
«moverla hacia la izquierda») es equivalente a «enviarla hacia el pasado», y de ahi
que se hable de «adelantar la sefial» (puesto que la seial «sucede mas pronto»).

A continuacién, se propone un ejercicio de representacion grafica de sefiales en el que el
desplazamiento horizontal de sefales se combina con otras transformaciones conocidas.

Ejemplo 6
Se pide representar graficamente las siguientes sefales:

1

= (60)
1+ett4 2

x,(t) =

x,[n] =21+ 2n (61)



Universitat Oberta de Catalunya 35 Sefiales y sistemas | (Mddulo 1)
(uoq) Sefiales analdgicas y digitales

Solucion

Para una version extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucion de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este médulo.

a) Se observa que x;(t) no es sino el resultado de transformar la sefial siguiente:

1
y() = T+e-t (62)

Concretamente, se observa que x;(t) es el resultado de aplicarle a y,(t), en el orden que se
indica a continuacion, las tres transformaciones siguientes:

1. Desplazamiento horizontal (la sefial es atrasada 4 segs.): y, (t — 4)
2. Escalado en amplitud (la sefial es amplificada en un factor 3): 3y, (t — 4)

3. Desplazamiento vertical (se le resta % al offset de la sefial): 3y, (t — 4) —%

Y, en efecto:
1 ) 1 3 1

R 63
1+e 4] 2 14et+ 2 (63)

1
(0 =37 -9-5=3(

Obsérvese que, en este caso concreto, el desplazamiento horizontal puede hacerse en cualquier
paso, ya que el escalado en amplitud y el desplazamiento vertical (cambios en el eje de
ordenadas) no interfieren con la variable independiente (cambios en el eje de abscisas). Aun asi,
es muy importante notar que, en general, el orden en el que se aplican las transformaciones es
crucial: no es lo mismo, por ejemplo, desplazar horizontalmente, luego escalar y luego desplazar
verticalmente, que desplazar verticalmente, luego escalar y luego desplazar horizontalmente.

Por tanto, representar graficamente x,(t) es exactamente lo mismo que representar

graficamente 3y, (t — 4) — % Vamos a dibujar dos graficas en una misma figura:

e Enla primera grafica, representaremos simultaneamente y, (t) y 3y, (t —4) — ;

e Enlasegunda grafica, representaremos simultdaneamente y; (t) y x,(t).

Esto nos permitird comprobar tanto si x; (t) es ciertamente el resultado de las transformaciones
que hemos establecido o no, como si dichas transformaciones provocan ciertamente los efectos
que se esperan de ellas.

En efecto, en la Figura 12 se observa que las sefales representadas en rojo en ambas graficas son
. ) 1 . .

exactamente iguales, lo cual nos confirma que x;(t) = 3y,(t —4) -5 Y ademas, también se

observa, en cualquiera de las dos graficas, que la sefial roja es el resultado de atrasar la sefial azul

4 segundos, y luego escalarla en factor 3, y luego restarle % a su offset.



Universitat Oberta de Catalunya 36 Sefiales y sistemas | (Mddulo 1)
(UoQ) Sefiales analdgicas y digitales

tﬁ)

¥4t
3y, (4172

¥4t
x4t}

Figura 12. Representaciones graficas de sefiales: (a) y;(t), 3y,(t — 4) — %; (b) y1(t), x1(8).
b) En este caso, es conveniente trabajar ligeramente la expresion de x,[n]:

xXn]=214+2n=1+2n+20=1+2(n+ 10) (64)

Por tanto, vemos que x,[n] no es sino el resultado atrasar 10 muestras la siguiente sefial en
forma de recta discretizada:

yy[n]l =1+ 2n
(65)
xX,[n] =y,[n+10] =1+ 2(n+10) =21+ 2n

Asi, repetimos la misma estrategia que en el apartado anterior:

tﬁ)

100 T
—a y,ln]

|5 et

-5 -10 5 0 5 10 15 20
n
(b)

(=]

-50
=2

100 i
—& ¥,lnl

i J—

[=]

-50

-20 -10 -5 0 5 10 15 20

n

Figura 13. Representaciones graficas de sefiales: (a) y,[n], y,[n + 2]; (b) y2[n], x[n].

En efecto, si nos fijamos, por ejemplo, en el paso por 0 de las sefiales, se observa muy claramente
que x,[n] es el resultado de atrasar y,[n] exactamente 10 muestras.
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4.2.Reflexion horizontal

Cambiar el signo de la variable independiente de una seiial es una transformacion muy
habitual en la practica que consiste en que, para cada valor de la variable independiente y su
opuesto, sus valores de amplitud correspondientes se intercambian entre si'*:

y(@) = x(=t) & y(t) = x(=t;),Vt; ER (66)

y[n] =x[-n] & yln] = x[-n;],vn; € Z (67)

En términos de representacion gréfica, el resultado de esta transformacién de la variable
independiente en sefales reales consiste en una reflexion horizontal de la sefal, de
modo tal que «la forma» de la sefial «rota 180°» respecto del eje de ordenadas.

Pormenorizadamente, los efectos asociados a las transformaciones definidas en las ecuaciones
(66) y (67) son los siguientes:

e Siy(t) = x(—t), entonces y(t) es igual a x(t) «rotada 180°» respecto del eje de
ordenadas; por ejemplo, para t =2 y t = —2, donde antes de la transformacion
estaban x(2) y x(—2), respectivamente, ahora estan y(2) = x(—=2) y y(—=2) = x(2),
respectivamente: los valores de amplitud x(2) y x(—2) han intercambiado sus
posiciones entre si.

e Si y[n] = x[—n], entonces y[n] es igual a x[n] «rotada 180°» respecto del eje de
ordenadas; por ejemplo, para n =2 y n = —2, donde antes de la transformacion
estaban x[2] y x[—2], respectivamente, ahora estan y[2] = x[-2] y y[-2] = x[2],
respectivamente: los valores de amplitud x[2] y x[—2] han intercambiado sus
posiciones entre si.

En la Figura 14 se ilustran estos efectos: se produce un intercambio de los instantes positivos y
los negativos de la variable independiente (rotacién de 180° de las sefales respecto del eje de
ordenadas).

15 La ecuacién (66) se puede generalizar facilmente al caso de una sefial analdgica de variable compleja
haciendo y(s) = x(—s) < y(s;) = x(-s;),Vs; € C.

16 De nuevo, la «reflexion horizontal» o «rotacién de 180°» respecto del eje de ordenadas puede
entenderse también como un «efecto espejo» o «flip» sobre el eje de ordenadas.
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(a) Senal analogica origen
T T T

Xx:-21
Y:0.4947

05 I I I I I I 1
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
t
(b) Reflexion horizontal del sefial analogica
1 L T T T T T T T ]
x[-t} X 21
Y: 0.4947
0.5 n i
D —\/\/
05 1 1 1 1 1 1 1 7
-8 -6 -4 -2 0 2 4 5] 8
t
(c) Senial digital origen
5 - I I I I I I T -
—& x[n] X9
4 ¥:3 T
|
Pys J
<r K
0 (L ,:L J) &) R
_2 1 1 1 1 1 1 1
=20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
n
(d) Reflexion horizontal de sefial digital
5 [ T T T T T T T i
— ¥[-n) X -9
4 Y:3 -
|
| T T '
0 i t..
TR J) 4} (L
_2 1 1 1 1 1 1 1
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

n

Figura 14. Ejemplos de reflexién horizontal de sefiales reales.

Es importante notar que, debido a que la variable independiente representa el tiempo, si
tomamos t = 0 y n = 0 como el instante presente, intercambiar los instantes positivos y los
negativos de la variable independiente equivale a sustituir aquello que sucedera en la seiial
dentro de un cierto tiempo (x(t;), x[n;]) por aquello que sucedi6 en la sefial hace
exactamente ese mismo tiempo (x(—t;), x[—n;]), y viceversa.

Asimismo, es también interesante darse cuenta de que hay sefiales que son «insensibles a la
reflexion horizontal». Se trata de sefiales cuya reflexion horizontal sobre el eje de ordenadas
no supone transformacion alguna, o, dicho de otro modo, sefiales que son iguales a ellas
mismas reflejadas horizontalmente (x(t) = x(—t) y x[n] = x[—n]). En concreto, se dice de las
sefiales de este tipo que son sefiales pares (o sefiales de simetria par). Para mas detalles sobre
esta cuestion, consultar el apartado 5.5 de este mismo mddulo.

A continuacién, se propone un ejercicio de representacion grafica de sefiales en el que la
reflexion horizontal de sefiales se combina con otras transformaciones conocidas.
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Ejemplo 7

Se pide representar graficamente las siguientes sefiales:

1
() =T—57—5 (68)
1+e7t+4 2
x[n]=-1-n—-n?-nd (69)

Soluciéon

Para una versidn extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucidn de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este médulo.

a) Seobserva que x4 (t) no es sino el resultado de transformar la sefial siguiente:

() = T+et (70)

Concretamente, se observa que x;(t) es el resultado de aplicarle a y;(t), en el orden que se
indica a continuacion, las cuatro transformaciones siguientes:

1. Desplazamiento horizontal (la sefial es adelantada 4 segs.): y; (t + 4)

2. Reflexion horizontal: y, (—t + 4)

3. Escalado en amplitud (la sefial es amplificada en un factor 3): 3y, (—t + 4)
4

Desplazamiento vertical (se le resta % al offset de la sefial): 3y, (—t + 4) — %

Y, en efecto:

1 ) B 1 3 1 (71)

1
% (©) = -t + 0 =5 =3(Tpemn) 7 e 2

Como en el Ejemplo 6 (y como siempre, de hecho), el orden en el que se aplican las
transformaciones es crucial: no es lo mismo, por ejemplo, aplicar la reflexién horizontal primero
y adelantar la sefial después. En ese caso, se obtiene una sefial diferente a x, (t):

1. Reflexién horizontal: y; (—t)

2. Desplazamiento horizontal (la sefial se adelanta 4 segs.): yl(—(t + 4)) =y, (—-t—4)
3. Escalado en amplitud (la sefial es amplificada en un factor 3): 3y, (—t — 4)
4

Desplazamiento vertical (se le resta % al offset de la sefial): 3y, (—t — 4) — %

! )—1 o (72)

1
-t=0-3=3(remm) “ 1T T 2

Si queremos obtener x,(t) aplicando primero la reflexién horizontal, después tenemos que
atrasar la sefial (en lugar de adelantarla) 4 segundos:

1. Reflexion horizontal: y; (—t)

2. Desplazamiento horizontal (la sefial se atrasa 4 segs.): yl(—(t — 4)) =y, (—t+4)
3. Escalado en amplitud (la sefial es amplificada en un factor 3): 3y, (—t + 4)
4.

Desplazamiento vertical (se le resta % al offset de la sefial): 3y, (—t + 4) — %

3 1
= =x,(t) (73)

1
Wt g = w2
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Y, ahora, respecto de la representacion grafica de las sefales, repetimos la misma estrategia que

en el Ejemplo 6 a fin de confirmar que nuestro planteamiento es correcto. Ademas, en la primera
grafica también representaremos la sefial de la ecuacidn (72), para ilustrar cdmo cambia la
representacion grafica al cambiar el orden en que se aplican las transformaciones:

5 ¥4t : : (a.J : : : .
51 3y, (tr4)-112
3y, (+4)-112
1
ok
1 ! ! ! : . . . .
-10 -8 -6 -4 -2 o 2 4 6 8 10
t
(b)
2t ¥4t
x,(t
1
ok
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura 15. Representaciones graficas: (a) y;(t), 3y, (—t + 4) — % 3y,(-t—4) — %; (b) y1 (), x1(8).

En efecto, se observa que las sefiales representadas en rojo en ambas graficas son exactamente
. . 1
iguales, lo cual nos confirma que x; (t) = 3y, (—t + 4) — >

b) Enelcaso de x,[n], se observa lo siguiente:
xn]=-1-n-n*—n*=-1+(-n) - (—n)*+ (—n)® (74)
Por tanto, vemos que x,[n] no es sino el resultado de la reflexion horizontal de la siguiente sefial:
ya[n]l =-14+n-n?+n3
(75)
xoln] = yol-nl = =14 (=n) = (- + (-n)* = ~1—n—n? =3

Y, analogamente, volvemos a representar graficamente los dos pares de sefiales:

Figura 16. Representaciones gréficas: (a) y, [n], y2[—n]; (b) y2[n], x[n].
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En efecto, vemos que las sefiales representadas en rojo en ambas graficas son exactamente
iguales, lo cual nos confirma que x,[n] = y,[—n].

4.3.Escalado de la variable independiente

El multiplicar la variable independiente de una sefial por una constante (es decir, escalar la
variable independiente) es una transformaciéon muy habitual en la practica que consiste en lo
siguiente!”:
y(@) = x(at) & y(t;) = x(at),vVt; ER (76)
y[n] = x[bn] < y[n;] = x[bn;],vn; € Z (77)
alli donde a es real (a € R) y b es racional (b € Q), siendo ambas constantes positivas

(a, b > 0).

En primer lugar, es importante notar que a y b se definen como constantes positivas debido a
que lo que sucede si a y b son negativas es que se le estan aplicando a la variable
independiente dos transformaciones diferentes ya conocidas:

e Se multiplica la variable independiente por el valor absoluto de la constante; es decir,
se escala la variable independiente multiplicandola por una constante positiva, tal y
como lo acabamos de definir en las ecuaciones (76) y (77):

y1(8) = x(|alt)
(78)
yi[n] = x[|b|n]

e Se cambia el signo de la variable independiente; es decir, se le aplica una reflexion
horizontal, tal y como hemos visto en el apartado 4.2:

y(©) = y1(=t) = x(lal(-1)) = x(—lalt) = x(at)
y[n] = y1[-n] = x[|b|(—n)] = x[—|b|n] = x[bn]

cona ERyb € Q,siendoa, b < 0.

(79)

Ademas, se observa que, en este caso, el orden en que se apliquen ambas transformaciones
es irrelevante:

Si y,(t) = x(—t), entonces y(t) = y,(lalt) = x(—(lalt)) = x(—|a|t) = x(at) o)
Si y1[n] = x[—n], entonces y[n] = y;[|b|n] = x[-(|bIn)] = x[—|b|n] = x[bn]

Y, en segundo lugar, a diferencia de lo que sucede con la suma/resta de una constante o con el
cambio de signo, el escalado de la variable independiente provoca efectos diferentes en las
sefales dependiendo de si se trata de sefiales analdgicas o digitales:

17 La ecuacién (76) se puede generalizar facilmente al caso de una sefial analégica de variable compleja
haciendo y(s) = x(as) = y(s;) = x(as;),Vs; € C, allidonde a € C.
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e Escalar la variable independiente de una sefal analégica provoca o bien su
compresion horizontal, o bien su expansién horizontal.

e Escalar la variable independiente de una sefial digital provoca o bien el diezmo de la
sefial, o bien la insercidon de ceros entre las muestras de sefial.

A continuacidn, se estudian ambos casos por separado.

4.3.1. Senales analdgicas: compresion y expansion horizontales

En su representacion grafica, el efecto de multiplicar por una constante real positiva la
variable independiente de seiiales analdgicas reales depende del valor de la constante:

e Si0<ac<l1, entonces la sefal se expande horizontalmente; es decir, «la
forma» de la sefal «se dilata» desde el eje de ordenadas (t = 0) y hacia t =
—ooyt — 400,

e Sia =1, entonces la seiial se comprime horizontalmente; es decir, «la forma»
de la sefial «se contrae» desde t - —o0 y t - +o0 y hacia el eje de ordenadas
(t = 0).

(a) Senal origen

x(t) X:1.8
Y: 0.6565

]

0.5 \ b
1
2

(b) Expansion horizontal en factor 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-B -7 £ 5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

.
x:09

Y: 0.6565
|

0.5 7

(c) Compresion horizontal en factor 2
T

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I 1
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 G 7 8
t

Figura 17. Ejemplos de compresion y expansion horizontal en sefiales analdgicas reales.

En la Figura 17 se ilustran pormenorizadamente estos efectos:
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e Si, por ejemplo, y(t) = x(at) con a = 1/3, lo que sucede es lo siguiente: donde antes
de la transformacién estaba x(0), ahora esta y(0) = x(0/3) = x(0); donde estaba
x(1), ahora esta y(1) = x(1/3); donde estaba x(2), ahora esta y(2) = x(2/3);
donde estaba x(3), ahora estd y(3) = x(3/3) = x(1); y asi para todo valor de t. Es
decir, la sefial se ha «dilatado» horizontalmente en un factor 1/a (o sea, en un factor
3: ahora todo ocupa el triple de tiempo).

e Si, por ejemplo, y(t) = x(at) con a = 2, lo que sucede es lo siguiente: donde antes de
la transformacién estaba x(0), ahora esta y(0) = x(2-0) = x(0); donde estaba
x(1), ahora esta y(1) = x(2-1) = x(2); donde estaba x(2), ahora estd y(2) =
x(2-2) = x(4); donde estaba x(3), ahora estd y(3) = x(2-3) = x(6); y asi para
todo valor de t. Es decir, la seiial se ha «contraido» horizontalmente en un factor a (o
sea, en un factor 2: ahora todo ocupa la mitad de tiempo).

Obsérvese que las sefiales se expanden y se contraen alrededor del eje de ordenadas. Un simil
nemotécnico que puede servir aqui es el del acordedn: el efecto es como el de coger la sefial
con ambas manos desde t - —oo yt — +00 y contraerla y estirarla como si fuera un acordedn
alrededordet = 0.

Es importante notar que, debido a que la variable independiente representa el tiempo, escalar
la variable independiente implica modificar la duracién temporal de la informacién contenida
en la sefal:

e Expandir horizontalmente la sefial es equivalente a «que las cosas duren mas», o sea,
a que la informacién contenida en la sefial se alargue en el tiempo.

e Comprimir horizontalmente la sefial es equivalente a «que las cosas duren menos», o
sea, a que la informacidn contenida en la seial se acorte en el tiempo.

A continuacién, se propone un ejercicio de representacion grafica de sefiales en el que la
compresion y la expansion horizontal de sefiales analdgicas se combinan con otras
transformaciones conocidas.

Ejemplo 8

Se pide representar graficamente las siguientes sefiales analdgicas:

1
x1(t) =——s (81)
1+e 3

0 para t<3/10

% (6) = {1 — e 103 para t>3/10 (82)

Solucién

Para una version extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucién de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este médulo.

a) Seobserva que x,(t) es el resultado de transformar la sefial:

(83)

t) =
y1(t) 11 et
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En concreto, aplicandole las tres transformaciones siguientes:

1. Reflexion horizontal: y; (—t)
L . 2 2
2. Expansion horizontal: y, (— (5 t)) =¥ (—gt)

3. Desplazamiento horizontal (se adelanta 4 segs.): ¥, <—§(t + 4)) =y (—%t - g)

Y, en efecto:

2 8 1 1
x1 () =y (_gt - §) = (_gt_g) = —2t+8 (84)
14+e\ 33 1+e 3
Como siempre, el orden de aplicacion de las transformaciones es muy importante: la que
hemos propuesto aqui no es la Unica secuencia posible de transformaciones que funcionaria en
este caso. Se deja propuesto como ejercicio el buscar otras secuencias de transformaciones
posibles y el comprobar que, efectivamente, también funcionan.

Como en el Ejemplo 6 y el Ejemplo 7, representaremos graficamente los dos pares de sefiales
para comprobar si nuestro planteamiento es correcto:

(3)

v,

05 ¢ y,(203.813)| |

¥4t

061 x| ]

Figura 18. Representaciones graficas de sefiales: (a) y;(t), y1 (— ;t — g); (b) y1(t), x1(b).

En efecto, se observa que las sefiales representadas en rojo en ambas gréficas son exactamente
. ) 2 8 , -
iguales, lo cual nos confirma que x;(t) =y, (—gt—g). Y ademds, también se observa, en

cualquiera de las dos graficas, que la sefial roja es el resultado de aplicarle una reflexién
horizontal a la sefial azul, luego expandirla horizontalmente, y luego adelantarla 4 segundos.

b) En general, puede suceder que, dependiendo de qué sefial origen se escoja, haya que
aplicar mds o menos transformaciones para obtener la sefial deseada. El caso de x,(t) es un
buen ejemplo de ello. Aqui vamos a escoger la siguiente sefal origen:

para t<0

para t=0 (85)

e—t

n®={,°

Asi, x,(t) es el resultado de aplicarle a y,(t) las dos transformaciones siguientes:

1. Desplazamiento horizontal (la atrasamos 3 segs.): y,(t — 3)
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2. Compresidn horizontal: yz((lot) — 3) = vy,(10t — 3)
Y, en efecto:

0 para (10t—-3)<0
% (8) =y,(106 =3) = {1 — (03 para (10t —3) =0 -

(86)
{ 0 para 10t<3_{ 0 para t<3/10
1 —

1—e7 103 para 10t >3~ e 1043 para t>3/10

Conviene notar que, al aplicar transformaciones de la variable independiente en senales
definidas por intervalos, las transformaciones afectan tanto a las expresiones de las sefiales
correspondientes a cada intervalo como a las definiciones de los intervalos mismos.

Se deja propuesto como ejercicio el plantear qué otras secuencias de transformaciones habria
que aplicar para obtener x,(t) a partir de otras sefiales origen diferentes a y, (t), tales como, por
ejemplo:

0 para t<0
v ={ ¢

7
et para t=0 (87)

Asi pues, comprobamos los resultados representando las graficas como en el apartado anterior:

(3)

1 F
¥t}
¥,(10-3)
0.5}
0
-2 -1 0 1 2 3 4
t
(b)
n
¥,lt)
*,(t)
0.5}
D L L L I L
-2 -1 0 1 2 3 4

Figura 19. Representaciones graficas de sefiales: (a) y, (t), y, (10t — 3); (b) y, (t), x5 (t).

Se observa que, efectivamente, x,(t) = y,(10t — 3): al empezar atrasando y,(t) 3 segundos, la
frontera entre los dos intervalos se mueve de t =0 a t = 3; pero, al aplicar después la
compresion horizontal en factor 10, vuelve a moverse det = 3 at = 3/10, que es donde esta la
frontera entre intervalos en la definicidn de x, (t).

4.3.2. Senales digitales: diezmo e insercién de ceros

Antes de describir los efectos del escalado de la variable independiente en las sefiales digitales,
hay que tener en consideracién algunas cuestiones.

En primer lugar, en la ecuacion (77), el factor de escalado se define como una constante
racional positiva (b € Q) debido a que, como sabemos, la variable independiente de una seial
digital es la variable entera (x[n], con n € Z). Definiendo b € R, permitiriamos que b pudiese



Universitat Oberta de Catalunya 46 Sefiales y sistemas | (Mddulo 1)
(uoq) Sefiales analdgicas y digitales

adoptar valores irracionales (por ejemplo: b = /2), lo cual no es un problema si la variable
independiente es real (o compleja), pero si lo es cuando la variable es entera, puesto que bn
jamds adoptaria un valor entero en x[bn]. éCédmo indexar, por ejemplo, las muestras de

x[\/in] (x[—\/i], x[\/i], x[2\/§]...)? No es posible, porque esas muestras no existen en x[n].

Y, en segundo lugar, aunque definamos b € Q, si estamos permitiendo que b pueda adoptar
valores no enteros. En general, al ser definido como un valor racional positivo, el factor de
escalado es de la forma b= M/L, con M,L € Z y siendo M,L > 0. Por tanto, bn solo
adoptara valores enteros en x[bn] para aquellos valores de n que sean multiplos enteros de
L (n; = m;L,vm; € Z). Por ejemplo: si b = 1/2, indexar x[n/2] no supone ningtn problema
para valores pares de n (x[—4], x[—2], x[0], x[2], x[4]...), pero, como antes, ahora tampoco
podemos indexar x[n/2] para valores impares de n (x[—3/2], x[—1/2], x[1/2], x[3/2]...).
Entonces, équé valor adoptan las muestras de x[bn], con b € Q y b > 0, para valores no
enteros de bn (bn; ¢ Z), siendo que son muestras que no existen en x[n]? Puesto que no
estan en ninguna parte, son definidas como muestras de valor 0.

Es importante observar que definir estas muestras como ceros (o como lo que sea) si tiene
sentido cuando b es racional, puesto que en ese caso si se indexan algunas de las muestras de
x[n] (en el ejemplo con b = 1/2, las muestras pares). Pero no tendria sentido hacerlo si b
fuese irracional, puesto que, de hacerlo, siempre sucederia que x[bn] = 0.

Y ahora ya estamos en condiciones de, a partir de la ecuacidn (77), definir lo siguiente:

El efecto de multiplicar por una constante racional positiva (b = M /L, siendo M,L € Zy
M, L > 0) la variable independiente de sefales digitales depende del valor que adopte
la constante:

e Sib=1/L (osea, si M = 1), entonces la sefial «se expande» horizontalmente
en un factor L, de modo que las muestras que no son multiplos de L valen 0:

x[n/L] para n€{m;L},Vvm; €Z

yilil| = el = { 0 para n & {m;L},Vm; € Z (88)

Es decir, se produce la insercion de bloques de L — 1 muestras de valor 0 entre
las muestras pertenecientes a x[n].

e Sib=M (o sea, si L=1), entonces la seiial «<se comprime» horizontalmente
en un factor M, de modo tal que la sefal es diezmada:

y[n] = x[Mn] (89)

Es decir, que las muestras de x[n] que no son multiplos de M son eliminadas,
puesto que no son indexadas.

e Sib=M/L (osea,si M/L &7 conM,L # 1), entonces se dan ambos efectos
de modo sucesivo: la sefial sufre un diezmo en factor M vy, a continuacion, una
expansion horizontal en factor L.
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x[(M/L)n] para n€{m;L},vm; €Z

0 para n & {m;L},Vm; € Z (90)

yln] = x[(M/Lyn] = {
Es decir, que las muestras de x[n] que no son miltiplos de M son eliminadas v,
a continuacion, se produce la insercion de bloques de L — 1 ceros entre las
muestras no eliminadas de x[n] (es decir, entre las muestras de x[Mn]).

Es importante notar que, en el tercer caso (b = M/L), el orden de aplicaciéon de ambas
transformaciones es irrelevante; es decir, que la sefal resultante es la misma tanto si
primero se diezma y luego se insieren los ceros, como si primero se insieren ceros y luego se
diezma. En la Figura 20 se ilustran los tres efectos aqui descritos mediante la representacién
grafica de seiales digitales reales:

(a) Senal origen

10F T T T T T -
X3
2 xn] Y:7 1

<X
@ b

£
£

0 v
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
n
(b) Diezmo en factor 2
10 F T T T T T T |
ol — x[2n] W2 |
Y:6

6 u 7
Ak 4
il [ [ |
0 F il F F T ¥

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

n
(c) Expansion en factor 3 (insercion de bloques de 2 ceros)
10 F T T T T T T T ]
8l 4
| ]
6 - X:9 7
L X:-12 Y:7 J

4 Y:6

o b 4
0 I 1 1 I 1 1 I

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

n
(d) Diezmo en factor 3 + Expansion en factor 2 (insercion de bloques de 1 cero)
T T T T

10} ' ' .
— ®[3n/2) B
8+ Yi7 -
|

6 4
4F 4
2k 4
1] AT kTS (P AT AT (P F

=20 -15 -10 5 0 5 10 15 20

n

Figura 20. Ejemplos de diezmo y expansion horizontal (insercion de bloques de ceros) en sefales digitales reales.
(a) Mas alla de los limites de representacion de la gréfica, la sefial origen vale 0 (o sea: x[n] = 0 para |n| > 20).
(c) Mas alla de los limites de representacién de la grafica, hay muestras de x[n/3] diferentes de 0.
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En general, el diezmo y la insercion de bloques de ceros son transformaciones de gran
importancia en la teoria de sefiales y sistemas digitales. Trabajaremos mucho con ellas en
maddulos posteriores, al estudiar cdmo modificar la frecuencia de muestreo de una sefial digital
(resampling).

A continuacidn, se propone un ejercicio en el que se trabaja con estas dos transformaciones.
Ejemplo 9
Se tiene la siguiente sefial digital definida mediante una funcién trigonométrica:
x[n] = cos (gn) (91)

Se pide hallar las expresiones de las siguientes sefiales y representarlas todas graficamente:

yi[n] = x[2n] (92)
y2[n] = x[4n] (93)
ys[n] = x[n/2] (94)
ya[n] = x[2n/3] (95)

Soluciéon

Para una versidn extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucion de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este mdédulo.

En primer lugar, hallamos las expresiones de las sefiales y;[n], y,[n], ys[n] e y,[n], aplicando
para ello las nociones de diezmo y de insercion de ceros segun las hemos definido en las
ecuaciones (88), (89) y (90), segln corresponda en cada caso.

En el caso de y, [n], vemos que es el resultado de diezmar x[n] en factor 2:

y1[n] = x[2n] = cos <% (2n)> = cos(mn) = (-1 (96)

En lo referente a y,[n], se define a partir del diezmo de x[n] en factor 4:

y,[n] = x[4n] = cos <g (4n)) =cos(2mn) =1 (97)

Por el contrario, y;[n] es la expansion horizontal en factor 2 de x[n], lo que requiere de inserir 1
cero entre cada par de muestras consecutivas de x[n]:

_ _ (x[n/2] para n € 2m;},Vym; €Z _
ysln] = x[n/2] = { 0 paranée¢{2m},vym, €Z

T m ] T _ (98)
cos > (E) sinpar  _ {cos (Z n) sin par

0 sin impar 0 sin impar

Finalmente, y,[n] es el resultado de diezmar x[n] en factor 2 y expandirla horizontalmente en
factor 3 (insercién de bloques de 2 ceros entre cada par de muestras consecutivas de x[2n]):
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_ _ (x[2n/3] para n € {3m;},vym; €Z _
Yaln] = x[2n/3] = { 0 parané{3m}Vvm €L
(99)

2

(2N T
cos (— <?)) sinmdltiplode3 {cos (gn) si n multiplo de 3
0 si n no multiplo de 3

0 si n no multiplo de 3
Y, ahora, representamos graficamente x[n], y,[n], y,[n], ys[n] e y4[n] (ver Figura 21):

(a) x[n] = cos((w/2)n)
LI LI LI,
20 45 40 5 0 5 10 15 20
n

iRiAR AR AN
LI

-

=]

(€) y,[n] = x[4n] = cos(2x/n)

RN NVRANSEERNERD

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
n

-

(=

(d) ys[n] = x[n/2] = {cos((n/2)n) si n par, 0 si n impar}

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

-

(e) y4[n] = x[2n/3] = {cos({/3)n) si n 3x, 0 si n no 3x}
-20 -15 —‘1IE|I -5 EIII 5I ‘IID 15 20
n

-

Figura 21. Representacion grafica de x[n], y[n], y2[n], y3[n] e y4[n].

Si nos fijamos en la Figura 21, se observa lo siguiente:

e Lla sefial x[n] es una sefial periddica a razon de 4 muestras por periodo, tal que sus
muestras dan lugar a lasecuencia[-*10 —1 010 —1010 —10--].

e La sefial y,;[n] es una sefal periddica a razén de 2 muestras por periodo, tal que
[<1 -11-11-11-11 —-11 —1--].Por tanto, vemos que es correcto
que cos(mn) = (—1)™, tal y como se expresa en la ecuacién (96).
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e la sefal y,[n] es la sefial constante [+111111111111:]. Por tanto,
vemos que es correcto que cos(2mn) = 1, tal y como se expresa en la ecuacion (97).

e Lla sefial y;[n] es una sefial periddica a razén de 8 muestras por periodo, tal que
[“1000 —10001000 —-10001000 —1000-].

e Lla sefal y,[n] es una sefial periddica a razén de 6 muestras por periodo, tal que
[<“100 —100100 —100100 —100--].

Las sefiales periddicas son estudiadas mas en detalle en el apartado 5.4 de este mismo mddulo.
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5. Tipologia de seiales

Mas alld de la distincién entre seiales analdgicas y digitales, ya estudiada en los apartados 1.2
y 1.3 de este mismo mddulo, en esta seccidn se identifican diferentes criterios de clasificacién
de sefales. Estos criterios nos van a permitir definir varios tipos de sefiales de gran
importancia y cuyas caracteristicas principales conviene tener siempre presentes.

Asi pues, tanto para sefiales analdgicas como digitales, se tiene que:

e Segun el tipo numérico de los valores de amplitud de la sefial, se distingue entre
sefales reales y seiales complejas.

e Segln si la sefial puede ser conocida a priori o si no puede serlo, se distingue entre
sefales deterministas y seiiales aleatorias.

e Segun la duracion de la sefial, se distingue entre sefales finitas y sefales infinitas.

e Segln si la sefal presenta alguin patrén de repeticién o si no lo presenta, se distingue
entre sefiales periddicas y seiiales aperiodicas.

e Segln la paridad de la sefal, se distingue entre sefales pares y sefiales impares.

5.1.Senales reales y sefiales complejas

Como ya hemos visto en el apartado 1.2 de este mismo mddulo, una sefial no es otra cosa que
una funcién de una variable independiente. Hasta ahora, a lo largo de este mdédulo, hemos
trabajado siempre con sefiales reales. Es decir, con sefiales cuyos valores de amplitud son
numeros reales.

Por tanto, decir que x(t) es una sefial analdgica real no es mas que decir que sus valores de
amplitud son reales (x(t;) € R,Vt; € R). O sea, que x(t) es una funcion que le asigna un
valor real a cada valor de la variable independiente. Puesto que la variable t es real, se trata de
una funcién que mapea el conjunto de los reales contra el conjunto de los reales:

xR— R

f o x(0) (100)

Andlogamente, decir que x[n] es una sefial digital real no es méas que decir que sus valores de
amplitud son reales (x[n;] € R,Vn; € Z). O sea, que x[n] es una funcion que le asigna un
valor real a cada valor de la variable independiente. Puesto que la variable n es entera, se trata
de una funcién que mapea el conjunto de los enteros contra el conjunto de los reales:

x:Z — R

% x[n] (101)

Sin embargo, en la teoria de sefiales y sistemas también se trabaja con sefales complejas. Es
decir, con sefiales cuyos valores de amplitud son nimeros complejos. En general, para poder
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distinguirlas facilmente y no confundirnos, denotaremos a las sefiales complejas mediante
letras maytusculas (aunque en ninguin caso es un convenio que se aplique siempre).

Asi pues, X(t) serd una sefial analdgica compleja cuando sus valores de amplitud sean
complejos (X(t;) € C,Vt; € R). O sea, que X(t) es una funcidn que le asigna un valor
complejo a cada valor de la variable independiente. Puesto que la variable t es real, se trata de
una funcidon que mapea el conjunto de los reales contra el conjunto de los complejos:

X:R—C

f o X0 (102)

Y, andlogamente, X[n] serd una sefal digital compleja cuando sus valores de amplitud sean
complejos (X[n] € C,Vn; € Z). O sea, que X[n] es una funcién que le asigna un valor
complejo a cada valor de la variable independiente. Puesto que la variable n es entera, se trata
de una funcién que mapea el conjunto de los reales contra el conjunto de los complejos:

X:7 — C

n— X[n] (103)

En realidad, conceptualmente hablando, la distincién entre sefiales reales y sefiales complejas
se reduce exactamente a esto, puesto que todos los conceptos que hemos visto hasta ahora
(operaciones con sefiales, pardmetros de caracterizacion de sefiales, transformaciones basicas
de sefiales, etc.) se aplican indistintamente tanto a sefiales reales como complejas (si bien
todas las sefiales concretas con las que hemos trabajado hasta este punto han sido siempre
reales). Sin embargo, conviene hacer algunas aclaraciones a fin de, cuando en maddulos
posteriores llegue el momento de trabajar con sefiales complejas, no tener dudas acerca de
como aplicar todo lo visto hasta aqui.

Es importante no cometer el error de confundir la distincidn entre sefiales reales y complejas
con la distincién entre sefiales de variable entera, real y compleja. Si tenemos en cuenta ambas
distinciones, podemos definir la siguiente taxonomia de sefales:

Variable discreta Variable continua
(senal digital) (sefial analdgica)
Entera Real Compleja

Seialreal | x[n;] € R,vn; € Z | x(t;) ER,Vt; ER | x(s;) ER,Vs; € C

Seiial compleja | X[n;] € C,vn; € Z | X(t;) € C,Vt; e R | X(s;) € C,Vs; € C

Tabla 2. Sefiales reales/complejas vs. Sefales de variable entera/real/compleja.

Asi, vemos que las sefiales de variable compleja son sefiales analégicas que, a su vez, tanto
pueden ser reales como complejas. Es decir, tanto pueden ser funciones que le asignen un
valor real a cada valor (complejo) de su variable independiente (mapeo del conjunto de los
complejos contra el conjunto de los reales):

x:C—> R

o 2(s) (104)
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como pueden ser funciones que le asignen un valor complejo a cada valor (complejo) de su
variable independiente (mapeo del conjunto de los complejos contra el conjunto de los
complejos):

X:C—>C

5 o X(s) (105)

En mddulos posteriores, también llegard el momento de trabajar con sefales complejas de
variable compleja y también entonces aplicaremos todo lo visto hasta aqui. Pero, sobre todo,
la principal diferencia estara en que no nos interesara representar graficamente las sefales de
variable compleja, cosa que si hemos hecho y seguiremos haciendo con las sefiales de variable
entera o real (ya sean sefiales reales o complejas).

Finalmente, para un recordatorio rdpido acerca de cémo se trabaja con nimeros complejos, se
recomienda consultar el Anexo de este modulo.

Y ahora ya estamos en condiciones de definir como se trabaja con sefiales complejas:

Cualquier sefial compleja, ya sea analdgica (X (t)) o digital (X[n]), puede ser expresada a
partir de dos sefiales reales, su sefial parte real y su sefial parte imaginaria?®:

X(6) = Re(X() +jIM(X (1)) & X(t) = Re(X(ty)) +jIm(X(t;)), Ve; € R (106)
X[n] = Re(X[n]) + jSmX[n]) & X[n;] = Re(X[n;]) + jIm(X[n;]),vn; € Z  (107)

Asimismo, cualquier sefal compleja puede ser expresada a partir de dos seinales
reales, su sefial médulo y su sefial fase®:

X(®) = 1X®©1eM0®) o X(t) = X(t)]e/¥8*E) v, e R|  (108)

|X[n] = |X[n]|e/ X)) o X[n;] = |X[n;]|e/Te&X D vp; € Z| (109)

Lo mas habitual en la teoria de sefales y sistemas es trabajar con las sefiales médulo y
fase. De modo que, en general, representar graficamente una senal compleja implicara
representar su sefial médulo y su seiial fase (es decir, representar dos sefales reales).

Esto hace que cobre especial importancia la sefial exponencial compleja, que es una
sefial tipica que se estudia en detalle en el apartado 7.5 de este mismo médulo.

Las operaciones basicas con sefales presentadas en la seccion 2 se aplican sin mas a las
sefiales complejas. Por lo tanto:

18 La ecuacion (106) se puede generalizar facilmente al caso de una sefial analdgica de variable compleja
haciendo X(s) = Re(X(s)) + jIm(X(s)) < X(s;) = Re(X(s)) +jIm(X(s)), Vs; € C.
19 La ecuacidn (108) se puede generalizar facilmente al caso de una sefial analdgica de variable compleja

haciendo‘X(s) = |X(5)|e/M(X©) o X(s;) = |X(s,) |/ X6D) ys, € (C|.
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e El desplazamiento vertical de una sefial compleja (con K € C) es el desplazamiento
vertical de sus sefiales parte real (con Re(K)) y parte imaginaria (con Im(K)).

e Escalar en amplitud una sefial compleja (con K € C) es escalar en amplitud su sefial
madulo (con |K|) y desplazar verticalmente su sefial fase (con Wrg(K)).

Las funciones basicas para definir sefales de la seccidn 3 se aplican sin mas para definir
las sefiales parte real, parte imaginaria, mddulo y fase de una sefal compleja.

Aplicar las transformaciones de la variable independiente del apartado 4 en sefales
complejas es aplicarlas sin mas a sus sefiales parte real, parte imaginaria, mddulo y fase.

5.2.Sefnales deterministas y aleatorias

Una sefial determinista es aquella que puede ser conocida a priori en su totalidad. Por
tanto, es posible conocer cualquier valor de amplitud que una sefial determinista haya
adoptado en cualquier instante pasado, el que esté adoptando en el instante presente y
cualquiera que vaya a adoptar en cualquier instante futuro.

Una sefial aleatoria es aquella que no puede ser conocida a priori en su totalidad. Por
tanto, es posible desconocer algin valor de amplitud que una sefial aleatoria haya
adoptado en algun instante pasado, o el que esté adoptando en el instante presente, o
alguno que vaya a adoptar en algun instante futuro.

En general, todas las sefales con las que vamos a trabajar seran deterministas (todas con las
qgue hemos trabajado hasta ahora lo son). Sin embargo, hay ambitos de conocimiento que
hacen uso de la teoria de sefiales y sistemas en los que si se trabaja con sefiales aleatorias:

e En los sistemas de comunicacion, el ruido presente en el canal de comunicacién se
modeliza como una sefial aleatoria, ya que, evidentemente, es una sefial desconocida.

e Andlogamente, en electrénica, el ruido presente el ruido eléctrico presente en un
circuito también es desconocido y también se modeliza como una sefial aleatoria.

e En procesamiento avanzado de sefial, un filtro adaptativo trabaja en escenarios que no
son estaticos, que cambian con el paso del tiempo, de modo que sus sefales de
entrada y de salida son sefales aleatorias.

Como hemos visto en (100)-(105), las sefiales deterministas se modelizan mediante funciones
conocidas que recorren la variable independiente en su totalidad y que asignan un valor de
amplitud a cada valor de dicha variable. Por el contrario, las sefiales aleatorias se modelizan
mediante parametros estadisticos (la distribucion de probabilidad de sus valores de amplitud,
su media, su variancia, etc.), ya que no hay ninguna funcién conocida que defina todos sus
valores de amplitud (en caso de haberla, ya no serian sefiales aleatorias, sino deterministas).
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5.3.Seiales finitas e infinitas

Una sedial finita es aquella seial que es igual a 0 fuera de un intervalo de duracién
finita, o sea, aquella sefial cuya amplitud es igual a 0 para todo instante anterior a un
cierto punto y para todo instante posterior a un cierto punto:

x(t) =0,Vt & [ty,t,] (110)
x[n] =0,vn ¢ {n4,...,n,} (1112)

alli donde t, > t;, n, = n, y donde la longitud (o duracion) de x(t) es de t, — t;
segundos, y la de x[n] es de n, — n; + 1 muestras.

Una sefal infinita es aquella sefial que no es finita.

Una senal orientada a la derecha es aquella seiial infinita cuya amplitud es igual a 0
para todo instante anterior a un cierto punto (ya sea VYt < t;, siendo o < t, < 4+, o
ya sea Vn < ng, siendo o < ng < +0).

Una seiial orientada a la izquierda es aquella sefial infinita cuya amplitud es igual a 0
para todo instante posterior a un cierto punto (ya sea Vt > t, siendo © < t; < +, o
ya sea Vn > n,, siendo oo < ny < +0).

Una seial orientada a ambos lados es aquella sefial infinita que no es ni orientada a la
derecha ni orientada a la izquierda.

De estas definiciones se sigue que una sefial digital finita puede ser explicitada
numéricamente mediante una secuencia de valores numéricos de longitud finita; en
concreto, una secuencia de n, — n4 + 1 valores numeéricos. Sin embargo, una sefal analégica
finita no puede, a pesar de ser de longitud finita, ser explicitada numéricamente, puesto que,
al tratarse de una sefial de variable continua (t € R), dentro del intervalo [t;, t,] hay infinitos
valores de t y, por tanto, también hay infinitos valores de amplitud de x(t).

Asimismo, conviene notar que toda sefal continua (es decir, de amplitud continua) es infinita
orientada a ambos lados. Sin embargo, las sefiales x(t) =0 y x[n] = 0 cumplen con la
definicidn de (110) y (111) para sefiales finitas. En verdad, estas dos «sefiales» denotan mas
bien una ausencia de seial.

Finalmente, en lo que llevamos estudiado en este modulo ya pueden encontrarse facilmente
ejemplos de sefiales finitas e infinitas:

e La seiial definida por intervalos en la ecuacién (55), en el Ejemplo 5, es una sefial finita
(ver Figura 10(a)).

e las seiales definidas por intervalos en las ecuaciones (182) y (82), en el Ejemplo 11y
el Ejemplo 8, respectivamente, son sefiales infinitas orientadas a la derecha (ver Figura
30y Figura 19, respectivamente).
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e Las sefales exponenciales definidas en las ecuaciones (31)-(38), en el Ejemplo 3 y el
Ejemplo 4, son senales infinitas orientadas a ambos lados (ver Figura 8 y Figura 9).

5.4.Sefales perioddicas y aperiodicas

Una seiial periddica es aquella sefial insensible a cualquier desplazamiento horizontal
de un miltiplo entero de un cierto valor denominado «periodo fundamental» de la
sefal:

x(t) = x(t + mT,) & x(t;) = x(t; + mT,),Vt; E R, Ym € Z (112)
x[n] = x[n + mNy] & x[n;] = x[n; + mNy],vn;,m € Z (1213)

alli donde x(t) y x[n] son sefiales periddicas; T, es el periodo fundamental de x(t), con
To € Ry T, > 0;y N, es el periodo fundamental de x[n], con Ny € Zy N > 0.

Asi, x(t) es una sefial periédica de periodo T (expresado en segundos) y x[n] es una
sefal periddica de periodo N (o sea, a razon de N, muestras por periodo).

Una senal aperiddica es aquella sefal que no es periddica. Por tanto, toda sefial
sensible a cualquier desplazamiento temporal sera aperiddica, y viceversa.

Las sefiales periddicas son de una importancia capital en la teoria de sefiales y sistemas. A
continuacién, se detallan algunas de sus caracteristicas mas bdsicas, todas ellas derivadas de
las definiciones de las ecuaciones (112)-(113).

En primer lugar, es trivial que toda sefal continua es una sefal periddica de periodo
arbitrario.

En segundo lugar, se observa que toda seial periddica es una sefial infinita orientada a
ambos lados (los casos particulares de x(t) = 0 y x[n] = 0 ya los hemos comentado en el
apartado 5.3).

En tercer lugar, la «frecuencia fundamental» de una sefial periédica se define como un valor
proporcional al inverso del periodo fundamental de la seiial:

= 1 Oy =2 = 2m (114)
fo—TO y sbg = 7Tfo—TO
" c>(2_7r (115)

alli donde f; y Qg son la frecuencia fundamental de una sefial periddica analdgica de periodo
Ty (fo es el inverso de T, y estd expresada en Hz; (), es el inverso de T, por un factor 27 y estd
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expresada en rad/seg), y donde w, es la frecuencia fundamental de una sefial periddica
digital de periodo N, (w, es proporcional a 2w /N, y esta expresada en rad /muestra).

Y, en cuarto lugar, toda sefal periddica es el resultado de la repeticidn infinita de una «sefal
patrén» denominada periodo basico de la sefal. Este periodo basico es una sefial finita de
longitud Ty o N, que se repite infinitamente a lo largo de la variable independiente cada T
segundos, o cada N, muestras. Por lo tanto, toda sefial periédica es el resultado de la
«extension periddica» a razén de T, segundos por periodo, o a razon de N, muestras por
periodo, de su periodo basico:

+ 00

x(t) = Z xo(t —mTy) & x(t; + mTy) = xo(t;),Vt; ER,Ym € Z (116)
m=—o
+00
x[n] = 2 Xo[n —mNy] & x[n; + mNy] = xo[n;], vn;,m € Z (117)
m=—oo

alli donde x(t) y xo[n] son los periodos basicos de x(t) y x[n], respectivamente, y se definen
del siguiente modo:

_(x(t) para te€[0,Tp)
%o(6) = { 0 para t €& [0,T,) (118)
_(x[n] para ne€{0,..,Ny—1}
*oln] = { 0 para n¢f{0,..,Ny— 1} (119)

En lo que llevamos estudiado en este médulo ya podemos encontrar ejemplos de sefiales
periddicas: todas las sefiales que aparecen en el Ejemplo 9 son periddicas (ver Figura 21).

5.5.Senales pares e impares

La paridad de una sefial hace referencia a su simetria, al hecho de que los valores de amplitud
de la sefial puedan presentar algun tipo de simetria respecto de algun punto o eje identificable
en su representacion grafica. Como veremos a continuacion, la paridad (o la simetria) de una
sefial va ligada al hecho de que la sefial sea insensible a transformaciones reflexivas.

Una seifial par es aquella sefial insensible a la reflexion horizontal sobre el eje de
ordenadas, o sea, aquella sefial simétrica respecto del eje de ordenadas:

x(t) = x(—t) & x(t;)) = x(—t;),Vt; ER (120)
x[n] = x[-n] & x[n;] = x[-n;],Vvn; €Z (121)

alli donde x(t) y x[n] son sefales pares.
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Se observa, a partir de (122) y (123), que toda seiial impar esigualaOent =0on = 0.

Asimismo, conviene notar que tanto las sefiales analdgicas como las digitales cumplen un
importante teorema en relacién con las sefiales pares e impares:

Y, para acabar, vemos que en lo que llevamos estudiado en este mdédulo también podemos
encontrar facilmente ejemplos de sefiales pares e impares:

e La sefial definida en la ecuacion (37), en el Ejemplo 4, es una sefal par (su simetria
respecto del eje de ordenadas puede apreciarse en la Figura 9(a)).

e Laseiial definida por intervalos en la ecuacidn (56), en el Ejemplo 5, es una sefial impar
(su simetria respecto del origen de coordenadas puede apreciarse en la Figura 10(a)).
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6. Parametros basicos de una senal

Como ya hemos visto, las sefiales no son mas que funciones de una variable independiente.
Por lo tanto, todos aquellos pardmetros que permiten caracterizar una funcién sirven también
para caracterizar una sefial: maximos, minimos, cotas superiores, cotas inferiores, pasos por
cero, puntos de inflexién, etc.

En esta seccidn, se presentan los pardmetros fundamentales (hay muchos otros, por supuesto)
gue permiten caracterizan una sefial:

e Los valores maximo y minimo de una seial.
e El offset (o valor medio) una sefal.
e Laenergiay la potencia media de una seiial.

Asimismo, se estudia también como afectan a cada uno de estos pardmetros las operaciones
de desplazamiento vertical y escalado en amplitud de una sefal (ver apartados 2.1y 2.2), asi
como las transformaciones de la variable independiente (ver seccion 4).

6.1.Valores maximo y minimo de una sefial

El maximo de una sefial se define como el maximo valor de amplitud de la sefial®:

max(x(t)) 2 ‘E}é"é‘{x(t")} (130)
max(x[n]) 2 glig%{x [n;]} (131)

El maximo existe cuando es igual a la menor cota superior (o supremo) de la sefial, que
es el menor valor finito mayor o igual que cualquier valor de amplitud de la sefial®*:

Sy £ min{a; > x(t;) ,Vt; € R} = S, = x(¢) (132)
J

S, 2 min{aj > x[n;],vn; € Z} = S, = x[n] (133)
J

alli donde S, es el supremo de x(t) en (132), y de x[n] en (133), y donde los a; son
todas las cotas superiores de la seal, es decir, todos aquellos valores finitos que son
mayores o iguales que cualquier valor de amplitud de la sefial®?.

20 |3 ecuacidn (130) se puede generalizar facilmente al caso de una sefial analdgica de variable compleja
haciendo max(x(s)) < max x(s;).

S;€
21 E| simbolo = se lee como «implica que». Asi, cuando escribimos a = b, estamos diciendo que «a

implica b», es decir, que «siempre que sucede a entonces también sucede b». De hecho, a & b
quiere decirquea = by b = a.
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Antes que nada, conviene aclarar que, en (132) y (133), por S,, = x(t) y S, = x[n] se entiende,
respectivamente, lo siguiente:

S, =x(t) © S, =x(t),vt; ER (134)
Sy =x[n] & Sy =x[n;],vn; €Z (135)

Asi pues, si una sefial tiene maximo implica que existe su supremo y que hay al menos un
valor de amplitud de la sefial que es igual al supremo (y ese valor es el maximo de la sefal).

Sx
Imax(x(t)) = {max(x(t)) _s, (136)
Imax(x[n]) = {ii’;(x[n]) _s, (137)

Sin embargo, que exista el supremo de una sefial no implica que la sefial tenga maximo?3:
as, # 13 max(x(t)) (138)
35, # Imax(x[n]) (139)
Asi, hay dos casos en los que una sefial no tiene maximo:

e Existe el supremo de la seiial, pero la sefial no llega a alcanzarlo; por ejemplo, en el
caso de algunas sefiales asintdticas.

e No existe el supremo de la sefial; por ejemplo, en el caso de una sefial cuya amplitud
crece tendiendo a +oo.

El minimo de una sefial se define como el minimo valor de amplitud de la sefial®*:

min(x(8)) £ min{x()} (140)
min(x[n]) £ gl}gzl{x[ni]} (141)

El minimo existe cuando es igual a la mayor cota inferior (o infimo) de la sefial, que es el
mayor valor finito menor o igual que cualquier valor de amplitud de la sefial®:

I, = max{aj < x(t;),Vt; € IR{} = [, < x(t) (142)
j

22 |a ecuacion (132) se puede generalizar facilmente al caso de una sefial analdgica de variable compleja
haciendo S, £ min{a; > x(s;),Vs; € C} = x(s) < S, & x(s;) <S,,Vs; € C.
j

2 E| simbolo # se lee como «no implica que». Asi, cuando escribimos a # b, estamos diciendo que «a
no implica b», es decir, que «no siempre que sucede a entonces también sucede b».
24 La ecuacion (140) se puede generalizar facilmente al caso de una sefial analdgica de variable compleja
haciendo min(x(s)) £ migx(si).

Si€

25 La ecuacion (142) se puede generalizar facilmente al caso de una sefial analdgica de variable compleja
haciendo I, 2 max{a; < x(s;) ,Vs; € C} = x(s) = I, & x(s;) =1,,Vs; € C.
j
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L, 2 max{a; < x[n;],vn; € Z} = I, < x[n] (143)
]

alli donde I, es el infimo de x(t) en (142), y de x[n] en (143); y donde los a; son todas
las cotas inferiores de la seiial, es decir, todos aquellos valores finitos que son menores
o iguales que cualquier valor de amplitud de la seiial.

Analogamente, en (142) y (143), por I, < x(t) y I, < x[n] se entiende que:
L,<x(t) © L, <x(t),Vt; ER (144)
L, <x[n] & I, <x[n;]],vn; €Z (145)

Por tanto, si una sefial tiene minimo implica que existe su infimo y que hay al menos un valor
de amplitud de la seiial que es igual a su infimo (y ese valor es el minimo de la sefial).

i 3l 146
Imin(x(t)) = {min(x(t)) vy (146)
IminGlnl) = {77 (147)
mintxin min(x[n]) =L,
Sin embargo, que exista el infimo de una sefal no implica que la sefial tenga minimo:
AL, # Imin(x(t)) (148)
3L, # I min(x[n]) (149)

Asi, hay también dos casos en los que una sefial no tiene minimo:

e Existe el infimo de la sefal, pero la sefial no llega a alcanzarlo; por ejemplo, en el caso
de algunas sefales asintdticas.

e No existe el infimo de la sefial; por ejemplo, en el caso de una sefial cuya amplitud
decrece tendiendo a —o.

En general, las ecuaciones (130)-(149) estan definidas para sefiales reales. En el caso de
trabajar con sefales complejas, los valores maximo, minimo, supremo e infimo se pueden
calcular tanto de las sefiales parte real y parte imaginaria, como de las sefiales mddulo y fase.

Se dice de una sefial que estd acotada en amplitud si y solo si tiene cota superior y cota
inferior, es decir, si su supremo y su infimo existen?®:

L<x(t)<S, & L, <x(t;) <S,,Vt; ER (150)

L, <x[n]<S, & L, <x[n] <S,,Vn; €Z (151)

26 |a ecuacion (150) se puede generalizar facilmente al caso de una sefial analdgica de variable compleja
haciendo I, < x(s) < S, © I, <x(s;) <S5, ,Vs; € C.
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alli donde S, e I, son, respectivamente, el supremo y el infimo de x(t) en (150), y de
x[n] en (151).

Las ecuaciones (150) y (151) pueden expresarse también en términos del valor absoluto de las
amplitudes de la sefial, el supremo y el infimo?’:

lx()| <A & [x(t)| <A,Vt; ER (152)
|x[n]| <A < |x[n]| <A,Vn; €L (153)

alli donde A es un valor real finito no negativo (A € R, A = 0), que es igual al maximo entre el
valor absoluto del supremo y del infimo (A = max{|S,|, |1,1}).

Asimismo, también pueden calcularse los valores maximo y minimo de una senal en un
intervalo finito de tiempo, asi como su supremo y su infimo. A tal efecto, simplemente hay
que restringir el conjunto de valores posibles de t; y n; en las ecuaciones (130)-(133), (140)-
(143) y (150)-(153) at € [tq,t;] yn € {n4, ..., n,}, seglin corresponda en cada caso.

En este sentido, en el caso de trabajar con sefales periddicas, los valores maximo, minimo,
supremo e infimo de la sefial, si existen, serdn los valores maximo, minimo, supremo e infimo
de su periodo basico (que, como ya sabemos, es una seial finita de duracion igual al periodo
fundamental de la sefial periddica).

A continuacidn, se propone un ejercicio de cdlculo del maximo, el minimo, el supremo y el
infimo de diferentes sefiales.

Ejemplo 10

Se pide calcular el maximo, el minimo, el supremo y el infimo de las sefiales siguientes:

= 154
x,(8) 1+et (154)
1 1
x,(t) = Zt‘* - Etz (155)
1
x3[n] — e—mnz (156)

Solucion

Para una version extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucién de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este médulo.

a) Empezamos con x;(t). Para calcular estos parametros, acostumbra a ser de gran utilidad
empezar representando graficamente la sefial:

27 La ecuacion (152) se puede generalizar facilmente al caso de una sefial analdgica de variable compleja
haciendo |x(s)| < 4 & |x(s;))| < A,Vs; € C.
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08

06

04

() = 1(1+e)
0.2t

Figura 22. Representacion grafica de x4 (t).

Se observa que x;(t) es una sefial con forma de sigmoide, lo cual implica que tiende
asintéticamente a 0 para valores muy negativos de t, y a 1 para valores muy positivos de t:

| N S 1
Am () = lim o= = lim o= = lim e =0
(157)

lim x,(t) = lim = lim =1lmi1=1

t—+00 1( ) totol+et to-ol4+elt totwo

Por tanto, hemos podido comprobar que la sefial x;(t) estd acotada en amplitud entre 0 y 1,
pero que nunca alcanza esas cotas, puesto que tiende asintdticamente hacia ambas. De este
modo, concluimos que x4 (t) si tiene supremo e infimo (sus menores cotas superior e inferior,
respectivamente; o sea, sus asintotas horizontales), pero no tiene maximo ni minimo:

S =1

1

2 max(x, (£))
(158)
I, =0

A min(x,(t))

Finalmente, podemos representar graficamente el supremo y el infimo de x, (t) afiadiéndolos a
la grafica de la sefal. Los representaremos como lineas punteadas en rojo:

08

06|

0.4

() = 11+

02

-10 -8 -6 -4 -2 o 2 4 3 8 10

Figura 23. Representacion grafica de x4 (t), su supremo y su infimo.
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b) Representamos graficamente x, (t):

*,(t) = (112 p®

Figura 24. Representacion grafica de x, (t).

Se observa que x, (t) crece sin parar tanto para valores muy negativos como muy positivos de t:

li t li (1t4 1t2) 1 lim t* =+
= —_ _—— = — = [ole]
Am % (6) = lim {775 4o
(159)

li t li (1 t* 1t2) ! lim t* =+

im x = lim (-t*—= =— lim =400

Am () = lim 4 2 4

Esto ya nos indica que x,(t) no estd acotada superiormente, de modo que su supremo no
existe y, por tanto, tampoco su maximo:

ASy,
(160)
A max(x,(t))

Y en lo referente a su infimo y su minimo, en la Figura 24 se observa que x,(t) si esta acotada
inferiormente, de modo que su infimo existe. Ademas, también se observa que alcanza su infimo
en dos puntos distintos, de modo que el minimo de x, (t) también existe. Para averiguar cudles
son estos puntos y obtener asi el valor del infimo (y, de hecho, también del minimo, puesto que
hemos visto que el minimo existe y sabemos que, si el minimo existe, es igual al infimo), hemos
de hallar los puntos criticos de x,(t), o sea, aquellos valores de t en los que la derivada de x,(t)
se anula. Ya se observa en la Figura 24 que x,(t) tiene tres puntos criticos: dos minimos
absolutos y un maximo local en t = 0 (que no debe ser confundido, desde luego, con su valor
maximo, el cual, como hemos visto, no existe).

an@® 4Gt -7t)

=t3—t¢t
dt dt
C o (161)
dx,(t) 5 , 1
=0=>t’—-t=0=2t(t*-1)=0=>4t, =1
dt ty = —1

Ahora, evaluando x,(t) en cualquiera de los otros dos puntos criticos (lo haremos para t = 1),
obtendremos los valores de su infimo y su minimo, que, obviamente, son el mismo (tal y como
nos indica la ecuacién (146), si el minimo existe, también existe el infimo y ambos coinciden):
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_ 1 1 1
I, = min(x, (1)) = x,(1) = Zl" - 512 =7 (162)

Finalmente, afiadimos el infimo y el minimo de x,(t) a la representacién gréfica de la sefial.
Indicaremos los puntos en los que la sefial alcanza su valor minimo mediante lineas verticales
punteadas en rojo que vayan desde el suelo de la grafica hasta la altura de valor minimo (que es
la del infimo, como sabemos):

xo(t) = (1172

Figura 25. Representacidn grafica de x,(t), su infimo y los puntos en los que alcanza su minimo.

c) Representamos graficamente x3[n]:

o @ —9 )= o100

0.8 o o]

06| P P
04 f

02r

| i

-30 =20 -10 0 10 20 30

L
RS SS S S S

Figura 26. Representacion grafica de x3[n].

Se observa que x3[n] es una sefial con forma de campana de Gauss discretizada, lo cual implica
que tiende asintéticamente a 0 para valores muy negativos y muy positivos de n, y que presenta
un maximo absoluto de valor 1 paran = 0.

Por tanto, x3[n] estd acotada en amplitud entre 0 y 1, de modo que si tiene supremo e infimo
Ademas, mientras que si alcanza su supremo, de modo que si tiene maximo, nunca alcanza su
infimo, puesto que tiene asintoticamente hacia él, de modo que no tiene minimo.
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Empezaremos calculando su infimo:

_ 12 1
lim x;3[n] = lim (e 100" > = lim =0 (163)

n—-+oo n-+oo n——oo 1 n2

e100

Por lo tanto, ya podemos concluir que:

1
Sy, = max(xz[n]) = x3[0] = e 100 = ¢0 = 1

L.=0 (164)

A min(x3[n])

Y ahora afiadimos el supremo, el maximo y el infimo de x3[n] a la representacién grafica de la
sefial. Para indicar el punto maximo haremos lo mismo que hicimos en el apartado anterior con
el minimo, solo que mediante una linea vertical punteada en rojo que vaya desde el techo de la
grafica hasta la altura de valor maximo:

0.8 o o

f 2
— xn) _ g 1100

06 ¢
o) o

04

02

- i

-30 -20 -10 0 10 20 30

LSS & S

Figura 27. Representacion grafica de x3[n], su supremo, su maximo y su infimo.

Finalmente, y para acabar este apartado, se comenta qué efectos tienen las operaciones de
desplazamiento vertical y escalado en amplitud de una sefial, asi como las transformaciones
de su variable independiente, sobre sus valores maximo, minimo, supremo e infimo.

Siendo x(t) y x[n] dos sefiales cualesquiera cuyos valores maximo, minimo, supremo e infimo
existen; K una constante; t, y a constantes reales positivas; ny una constante entera positiva;
y b una constante racional positiva:

Sumarle una constante a una sefial implica sumarle esa constante a sus valores
maximo, minimo, supremo e infimo?:

2 Sj x(t) y x[n] tienen supremo e infimo, pero no maximo y minimo, las ecuaciones (165) y (166) son
validas solo para el supremo y el infimo; en tal caso, los valores maximo y minimo de y(t) e y[n]
tampoco existirian.
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© = x(O) + K = {max(y(t)) =max(x(t))+K, S, =S, +K (165)
4 min(y(¢)) = min(x(t)) + K, L=5L+K
_ max(y[n]) = max(x[n]) + K, S, = S, + K
pibell = 7l <2 i = {min(y[n]) =min(x[n]) +K, I, =, +K e

Este caso es trivial: en la medida en que sumarle K a una sefial implica desplazarla
verticalmente, sus valores maximo, minimo, supremo e infimo, si existen, se desplazaran
también en esa misma medida.

Multiplicar una sefial por una constante implica multiplicar sus valores maximo,
minimo, supremo e infimo por esa constante?:

_ max(y(t)) = Kmax(x(t)) » Sy = KS,

y(®) = Kx(&) = {min(y(t)) = Kmin(x(t)) » I, = KI, (167)
max(y[n]) = K max(x[n]) , S, = KS,

| = il = {min(y[n]) = K min(x[n]) , Iyy= KI, G,

Andlogamente, en la medida en que multiplicar una sefal por K implica escalarla
verticalmente, sus valores maximo, minimo, supremo e infimo, si existen, quedaran también
escalados en esa misma medida.

Sumar (o restar) una constante a la variable independiente no modifica los valores
maximo, minimo, supremo e infimo de la seiial®:

N max(y(t)) = max(x(t)) , Sy, = Sy
YO =x(tdty) = {min(y(t)) = min(x(t)) oty =16 (169)
max(y[n]) = max(x[n]) + K, S, =S,
yln] = x[n £n,] = {min(y[n]) = min(x[n]) + K, Iyy= L, (170)

Este caso es asimismo trivial: en la medida en que sumar (o restar) una constante a la variable
independiente implica desplazar horizontalmente la sefial, sus valores maximo, minimo,

2 Sj x(t) y x[n] tienen supremo e infimo, pero no maximo y minimo, las ecuaciones (167) y (168) son
validas solo para el supremo y el infimo; en tal caso, los valores maximo y minimo de y(t) e y[n]
tampoco existirian.
30 Sj x(t) y x[n] tienen supremo e infimo, pero no maximo y minimo, las ecuaciones (169) y (170) son
vélidas solo para el supremo y el infimo; en tal caso, los valores méximo y minimo de y(t) e y[n]
tampoco existirian.
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supremo e infimo, si existen, no se verdn modificados por esta transformacién. Todo lo que
pasara es que sus respectivas ubicaciones a lo largo de la variable independiente se verdn
desplazadas en la misma medida: si, por ejemplo, x(t) presenta un méximo en t =t;,
entonces x(t + t,) presentard ese mismo maximoent = t; + t,.

Cambiarle el signo a la variable independiente no modifica los valores maximo,
minimo, supremo e infimo de la sefial®!:

o max(y(t)) = max(x(t)) , Sy, = S,
y(®) =x(-t) = {min(y(t)) = min(x(t)) , I, =1, (171}
max(y[n]) = max(x[n]) + K, S, = S,
ylnl =xl=n] = {min(y[n]) = min(x[n]) + K, Iyy= L, (172)

De modo anadlogo, reflejar horizontalmente una sefial tampoco modifica sus valores maximo,
minimo, supremo e infimo, si existen, sino Unicamente sus respectivas ubicaciones a lo largo
de la variable independiente (también se veran reflejadas 180° respecto del eje de ordenadas):
si, por ejemplo, x(t) presenta un maximo en t = t;, entonces x(—t) presentara ese mismo
maximo ent = —t;.

Multiplicar por una constante la variable independiente de una seiial analégica no
modifica sus valores méximo, minimo, supremo e infimo®2:

max(y(t)) = max(x(t)) » Sy =Sy
min(y(t)) = min(x(t)) , Iy = I

Multiplicar por una constante la variable independiente de una sefal digital si puede

y(t) = x(at) = { (173)

modificar sus valores maximo, minimo, supremo e infimo*3:

max(y[n]) = max(x[n]) + K, S, = S,

min(y[n]) = min(x[n]) + K, I, = I, (174)

y[n] = x[bn] # {

En el caso analdgico, el escalado de la variable independiente no provoca la aparicién de
ningun nuevo valor de amplitud que no estuviese ya en la sefal original, por lo que sus valores

31 Sj x(t) y x[n] tienen supremo e infimo, pero no maximo y minimo, las ecuaciones (171) y (172) son
validas solo para el supremo y el infimo; en tal caso, los valores maximo y minimo de y(t) e y[n]
tampoco existirian.

32.5j x(t) tiene supremo e infimo, pero no maximo y minimo, la ecuacién (173) es vélida solo para el
supremo y el infimo; en tal caso, los valores maximo y minimo de y(t) tampoco existirian.

3 Si x[n] tiene supremo e infimo, pero no maximo y minimo, la ecuacién (174) es vélida solo para el
supremo y el infimo; en tal caso, los valores maximo y minimo de y[n] tampoco existirian.
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maximo, minimo, supremo e infimo, si existen, no se verdn modificados por esta
transformacién.

En el caso digital, por el contrario, esto no es asi, puesto que en el diezmo se eliminan
directamente muestras de la sefial original y en la insercidon de ceros se le afiaden nuevas
muestras (de amplitud 0) a la sefial original, de modo que sus valores maximo, minimo,
supremo e infimo, si existen, si pueden verse perfectamente modificados.

6.2. Offset (o valor medio) de una seiial

El offset (o valor medio) de una sefal se define como el promedio de los valores de
amplitud de la senal:

T
2 1f t)dt (175)
My = lim x(t)
-T
N
: lim o 2l (176)
Mo = 02N +1 an
n=—

alli donde p,, es el offset de x(t) en la ecuacién (175), y el de x[n] en la ecuacién (176).

Por un lado, la ecuacion (175) nos dice que el offset de x(t) se calcula sumando todos los
valores de amplitud de x(t) y dividiendo entre el nimero de valores sumados. Primero, puesto
que la variable t es continua, la suma a lo largo de t se calcula mediante una integral en t. Y
segundo, el nimero de valores sumados se corresponde con la longitud del intervalo de
integracion, que, por abarcar toda la recta real (t € R), es infinito. Para poder hacer esto, se
definen los limites de integracién entre —T y T (lo cual da lugar a un intervalo de integracion
de longitud 2T) y se calcula el limite para T — oo de toda la operacién*.

Por otro lado, la ecuacién (176) nos dice que el offset de x[n] se calcula sumando todos los
valores de amplitud de x[n] y dividiendo entre el nimero de valores sumados. Primero,
puesto que la variable n es discreta, la suma a lo largo de n es una serie expresada mediante
un sumatorio en n. Y segundo, el nimero de valores sumados se corresponde con el nimero
de términos de la serie, que, por abarcar todos los valores enteros (n € Z), es infinito. Para
poder hacer esto, se definen los limites del sumatorio entre —N y N (lo cual da lugar a una
serie de 2N + 1 términos) y se calcula el limite para N — oo de toda la operacidn.

Asimismo, también puede calcularse el offset de una seiial en un intervalo finito de tiempo,
con lo que las ecuaciones de calculo se simplifican ligeramente:

34 Esta explicacion se generaliza facilmente al caso de una sefial analdgica de variable compleja haciendo
que la integral abarque todo el dominio de una variable compleja, o sea, todo el plano complejo (s € C).
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ty
Mg, =7 L f x(t)dt (177)

ty

ny

op— x[n] (178)

T, -ny + 1

n=nq

alli donde uxii es el offset de x(t) en el intervalo t € [ty,t,], y ,uxZi es el offset de x[n] en el

intervalon € {ny, ...,n,}.

En este sentido, en el caso de trabajar con seiales periddicas, el offset de la sefial sera el
offset de su periodo basico (que, como ya sabemos, es una sefal finita de duracidn igual al
periodo fundamental de la sefial periddica).

En general, las definiciones de offset de las ecuaciones (175)-(178) sirven indistintamente
tanto para senales reales como para sefales complejas. Aun asi, en el caso de sefiales
complejas, se puede también (y, de hecho, es lo mas habitual en la practica) calcular el offset
tanto de las sefiales parte real y parte imaginaria, como de las sefales médulo y fase.

A continuacidn, se propone un ejercicio de calculo del offset de diferentes sefales.

Ejemplo 11

Se tienen las siguientes sefiales:

X0 (6) = —— (179)
1+et
x,[n] = %n“ - %nz (180)
x3[n] =14 2n (181)
(0 para n<0
*a[n] = {(1/2)" para n=0 (182)

Se pide calcular, para cada una de ellas, los siguientes parametros:

e  Su offset.
e Suoffsetent € [0,2], si la sefial es analdgica.
e Suoffsetenn € {0, ...,99}, si la sefial es digital.

Solucién

Para una version extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucidn de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este médulo.

a) Vemos que x,(t) es la sefial sigmoide de la Figura 22 en el Ejemplo 10. Solo con observar la

- L " . 1 .
grafica ya puede intuirse que el offset de esta sefial serd igual a 5 bues esta centrada en ese valor

de amplitud. Y, luego, el valor de su offset en t € [0,2] habra de estar comprendido entre %y 1.

En todo caso, calculamos el offset de x; (t) mediante la ecuacion (175):
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T T
~ Jim — dt = lim — ' Nt = tim — e Var =
“1_T5§oﬁfx1(t) t_rll?oﬁf(1+e—f) b=t ) \Tget) =
-T =T -T
) 1+eT
@ +e)’, . Im(l+eT)—In(1+eT)  MTFxeT (183)
lim ———— = lim =1i —_— =
T—co 2T T—00 2T T—00 2T
In(er LF e’
y e TxeT _ ln(eT)_l. T—l' 1 1
s 2T T o 2T Thw2T  Thw2 2

Y ahora calculamos el offset de x, (t) en t € [0,2] mediante la ecuacién (175):

t 2
2 _ f (O)dt = — f( ! )dt—l[l (1+eh)]2 =
bo = ¢ | WE T T T e/ T Te o =
ta 0 (184)

2

1 ) 0 1+e

E(ln(l +e‘)—In(1+e%) =In = 0.7169

Para finalizar, representamos graficamente x, (t) y le afiadimos a la gréfica el nivel de su offset,
que representaremos, como ya hemos hecho antes con el supremo y el infimo, mediante una
linea horizontal punteada en rojo:

08

0.6 |

x,{t) = 1i{1+e)

047F

02r

-0 -8 5 4 -2 0 2 4 6 8 10
Figura 28. Representacion grafica de x (t) y su nivel de offset.

b) Vemos que x,[n] es una versién digitalizada (muestreada, de hecho, tal y como se expresa
en la ecuacidn (3), a razén de T,, = 1) de la sefial analdgica polindmica de la Figura 24 en el
Ejemplo 10. Si observamos su representacion grafica, ya se intuye que su offset tenderd a +oo,
puesto que la sefal crece indefinidamente tanto para valores muy positivos como muy negativos
de la variable independiente:

s 3 st = g S (bt L)
o= o +1 £ M T N + 1 3" 2T

1 (1< 1 < 1 (19 u
e S 15t S
Nlir-}ozw+1<4 M LM TN r 1\ 2L n
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Al llegar a este punto, se observa que YN_, n* y ¥¥_, n? son sumatorios de potencias. Para un
repaso rapido sobre sumatorios de potencias, se recomienda consultar el Anexo de este mddulo.

Por tanto, puesto que estamos en un limite para N — oo, aplicamos los términos dominantes de
N_,n*y YN_ . n? para completar el calculo del offset de x,[n] (a; y @, son constantes cuyos
valores son irrelevantes):

N N
1 (1 1 /1
_ 4 _ 2| _ = 5 _ 3\ _
H2 = szm(zzn Z") 139302N+1(2“1N azN)

n=1 n=1 (186)
. %NS - a2N3 . ale . al 4
AT AT L

Y por otra parte, observando la representacion grafica de x,[n], también se intuye claramente
que su offset en n € {0, ...,99} sera un valor muy elevado, pero finito:

1 Z 11 1
99 4 2
= xIn] = — -n"—-n°) =
Hao nz—n1+1z 2An] 1002(4 2 )
n=nq n=0
99 99
2 1 —
100 4(2 ) (Z" + >
n=1 n=1

1 1995+994+993 99 1 1993+992+99+1 _ (187)
100\4\ 5 2 3 307 2\ 3 2 6 B

1 <995 99* 993 99 1 993 992 99 1)

10lz0 T8tz 12072 6 2 1272

1 (99° 4 99* 993 992 1089 1 ~ 48710

100\ 20 8 12 4 120 4)

c) Vemos que x3[n] es la sefial representada graficamente en color azul en la Figura 7 del
Ejemplo 2. Si observamos su representacion gréfica, ya se intuye que su offset serd igual a 1,
puesto que se trata de una recta discretizada cuya ordenada en el origen es 1:

N
1
= i 142n) =1 21 Zz 188
e = limong 2, (2 N%2N+1< + n) (188)
n=—N

n=-N

Al llegar a este punto, se observa que YN__y1 y ¥N__ . 2n son dos series aritméticas de

diferencias 0 y 2, respectivamente. Para un repaso rdpido sobre series aritméticas, se
recomienda consultar el Anexo de este médulo.

Por tanto, ya sabemos cémo calcular YN__ 1y YN__\ 2n:

N

Zl:%(1+l)=2N+1 (189)

n=-N

: N—(-N)+1 (190)
Zn:f(—2N+2N) =0

n=-N
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Asi, retomando la ecuacion (188) y aplicando los resultados obtenidos en (189) y (190), ya
podemos completar el cdlculo de p5:

N N
1 1
_ — 5 —lm1l=1 (191
Hs MJ«:ZN+1<ZN1+ZN2"> M oN g TGN D = lim1=1 (191)
n=— n=—

Y respecto al offset de x;[n] enn € {0, ...,99}:

1 99 1 99 99
99
=— 14+2n)=— Zl+22n =
K39 1002( ) 100( )
n=0 n=0 n=0

1 /100 100 198

(192)

100

Y para finalizar, representamos graficamente x;[n], indicando en la gréfica su nivel de offset:

25

20

15

107F

-107r

1571 1
—n x1[n] =1+2n

20 N N T

-10 -B -5 -4 -2 0 2 4 6 8 10
n

Figura 29. Representacion grafica de x3[n] y su nivel de offset.

d) Vemos que x,[n] es una sefial digital definida en dos intervalos. Lo primero que hacemos es
representar graficamente la sefial:

08r
06|
04r

02r

o T?@mn

=20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
n

Figura 30. Representacion grafica de x4[n].
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Se observa que x,[n] vale 0 para todo valor negativo de n, y que, desde n = 0 y a medida que n
aumenta, tiende asintéticamente a 0 al ritmo de una exponencial decreciente. Asi, podemos
intuir que su offset serd un valor finito entre 0 y 1 (de hecho, muy probablemente, serd igual a 0):

N

N -1
L 1 o 1 . NN
M= 0 ON ¥ 1 ZN"4["]_N51302N+1 Z +Z(§> =
-

n=-N n=0
N 2N + 124 \2
n=0

Al llegar a este punto, se observa que YN_,(1/2)" es una serie geométrica de razén 1/2. Para un
repaso rapido sobre series geométricas, se recomienda consultar el Anexo de este médulo.

(193)

Por tanto, ya sabemos cémo calcular Y N_,(1/2)™:

N 11N 1N+1 1

N 1) B M . S R
2) = 1~ 1 1 Y

n=0 1=3 1=3 2

Asi, aplicando en (193) el resultado de (194), ya podemos completar el calculo de p,:

— 1 N(l)n_l- L (2 1)—1' 2 __y (195)
“4_N‘3;‘oz1v+1zo 2) AR ON T 1 V) T AN IN 1
n=

Y, ahora, calculamos el offset de x,[n] en n € {0, ...,99}:

99 99
1 ne o1 (1=, 1 1
199 = L (_) _ M =_<1__>50_02 (196)
40 100 2 100 1— 1/2 50 2100
n=0

Y, en Ultimo lugar, afiadimos el nivel de offset de x,[n] a su representacion grafica:

08r
0.6 |
0.4

02

o T(F(PO."\

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
n

Figura 31. Representacion grafica de x4[n] y su nivel de offset.

Finalmente, para acabar este apartado, se comenta qué efectos tienen las operaciones de
desplazamiento vertical y escalado en amplitud de una sefial, asi como las transformaciones
de su variable independiente, sobre su offset.
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Siendo x(t) y x[n] dos sefiales cualesquiera de offset u,; K una constante; t, y a constantes
reales positivas; ny una constante entera positiva; y b una constante racional positiva:

Sumarle una constante K a una sefial implica desplazarla. Este desplazamiento vertical de toda
la sefial (que, recordemos, no modifica su forma, sino Unicamente su ubicacién vertical) hace
que su offset (es decir, el valor de amplitud respecto del cual estd centrada verticalmente la
sefial) se desplace también en esa misma medida.

Se observa que escalar en amplitud una sefial siempre provocara que el offset de la misma (es
decir, el valor de amplitud respecto del cual estd centrada verticalmente la sefial) se vea
modificado (salvo en el caso particular en que el offset de la sefial original sea igual a 0, puesto
que, si u, = 0, entonces p, = Ky, = 0).

Este caso es trivial: en la medida en que sumar (o restar) una constante a la variable
independiente no implica mas que desplazar horizontalmente la sefial, su offset no se vera

modificado por esta transformacion.
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Cambiarle el signo a la variable independiente no modifica el offset de la sefial:
(@) =x(=t) = py = py (203)

y[nl =x[-n] = u, = u, (204)

Andlogamente, reflejar horizontalmente una sefial tampoco modifica su offset, puesto que el
valor de amplitud al que esté centrada verticalmente la sefial no variara por el hecho de
reflejarla 180° respecto del eje de ordenadas.

Multiplicar por una constante la variable independiente de una seial analdgica no
modifica su offset:

y(t) = x(at) = Hy = Ux (205)

Multiplicar por una constante la variable independiente de una seiial digital si puede
modificar su offset:

y[n] = x[bn] # Hy = Hx (206)

En el caso analdgico, el escalado de la variable independiente «estira» o «comprime»
horizontalmente la sefial original (recordemos el simil nemotécnico del acordedn), por lo que
el valor de amplitud al cual esté centrada verticalmente la sefial (esto es, su offset) no se vera
modificado por esta transformacidn.

En el caso digital, por el contrario, esto no es asi, puesto que en el diezmo se eliminan
directamente muestras de la sefial original y en la insercidon de ceros se le afiaden nuevas
muestras (de amplitud 0) a la sefial original, de modo que el resultado de la suma de todos los
valores de amplitud de la sefial (o sea, su offset) bien puede variar a consecuencia de esta
transformacién. Imaginemos, por ejemplo, la sefial digital continua x[n] = 1: su offset es
claramente u,, = 1, pero, si le inserimos un 0 entre muestra y muestra, se convierte en la sefal
y[n] =x[n/2] =[..101010101010...], cuyo offset es u,, = 1/2.

6.3.Energia y potencia media de una seiial

La energia de una sefial se define como la suma de los cuadrados de los valores
absolutos de los valores de amplitud de la senal:
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T o
E, 2 ’11"1—>n;>10 Jlx(t)lzdt = f |x(t)|%dt (207)
o o
N
E, 2 llm [x[n Z |x[n]|? (208)
n=—N n=—oo

alli donde E,, es la energia de x(t) en la ecuacion (207), y de x[n] en la ecuacion (208).

Se observa que, tanto en la definicidn del caso analégico como en la del digital, el célculo de la
energia de una sefial es similar al de su offset, con dos salvedades:

La suma se hace sobre los cuadrados de los valores de amplitud de la sefial en valor
absoluto. Por tanto, la energia de una sefal nunca podra ser negativa (E, = 0).
Ademas, el hecho de elevar al cuadrado un valor absoluto puede parecer una
redundancia innecesaria, pero en general no lo es si se asume que las sefiales pueden
ser complejas (mads sobre esta cuestidon en el apartado 5.1 de este mismo médulo).

Al calcular la energia, se hace solo una suma y no un promedio, lo cual permite relajar
la notacion matematica: se pueden trasladar los o a los limites de la integral y el
sumatorio y, de este modo, obviar los limites.

La potencia media de una seial se define como el promedio de los cuadrados de los
valores absolutos de los valores de amplitud de la sefial:

T
A : 1 2 E

P, 2 711_r)r0102— flx(t)l dt = hm n == (209)

-r

1 < E,

& lim —— - 210
Bt i N1 Zle[n]l A N+ 1 (210)

n=-—

alli donde P, y E, son, respectivamente, la potencia media y la energia de x(t) en la
ecuacion (209), y las de x[n] en la ecuacién (210).

Analogamente, aqui se observa que el célculo de la potencia media de una sefial es aln mas

similar si cabe al de su offset (en ambos casos se calcula un promedio), de modo que aqui ya
no podemos obviar los limites.

Ademas, también se observa la estrecha relacidon que hay entre la energia y la potencia media,
puesto que la potencia media no es mas que la energia por unidad de tiempo. Por tanto,
vemos también que la potencia media de una sefial nunca podra ser negativa (P, > 0).
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Es importante notar que de las ecuaciones (209) y (210) se sigue que, en funcidn de los valores
qgue adopten su energia y su potencia media, toda sefal (tanto analdgica como digital) puede
ser clasificada en alguna de las tres clases siguientes:

e Silaenergia de la sefial es finita (E, < o0), entonces su potencia media es igual a 0.

e Sila potencia media de la sefial es finita y distinta de 0 (0 < P, < o), entonces su
energia es infinita (E, — o).

e Sila potencia media de la sefial es infinita (P, = ), entonces su energia también es
infinita (E, — o).

Esta clasificacion queda resumida en la siguiente tabla:

Potencia media
Finita Infinita
Finita E, <oo,P, =0 Imposible
Energia
Infinita Ey 50, 0<P, <o |E —>o00, P >o00

Tabla 3. Clases de sefales en funcidn de los valores que adopten su energia (E,) y su potencia media (P,).

Asimismo, también puede calcularse la energia y la potencia media de una sefal en un
intervalo finito de tiempo, con lo que las ecuaciones de célculo se simplifican ligeramente:

ty
Bl 2 f Ix(6)|2dt (211)
ty
n;
Bz e Y xfnll (212)
n=n,
tz
t 1 2 Exg
P22 |x()|?dt = —— (213)
L Rl 51 =t
ty
" By
P e ——— Z x[n 214
*ny —n1+1 Ixl n,—ny +1 (214)
n=ng

alli donde Exiz y Px 2 son, respectivamente, la energia y la potencia media de x(t) en el
intervalo t € [ty, t5]; y Ex 2y Pxn2 son, respectivamente, la energia y la potencia media de

x[n] en el intervalon € {nl, v Mo}
En este sentido, en el caso de trabajar con sefales periddicas, se observa lo siguiente:

e Toda seial periddica es de energia infinita, puesto que, aunque la energia de su
periodo basico sea finita, la energia total de la sefial periddica serd igual a la energia
del periodo basico multiplicada por el nimero de periodos: dado que el nimero de
periodos es infinito, la energia total sera infinita.
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e La potencia media de toda seial periddica es igual a la potencia media de su
periodo basico; por tanto, la potencia media de una seial periddica si puede ser
finita, pues para ello solo se requiere que la potencia media de su periodo basico sea
finita, lo cual es perfectamente posible, ya que el periodo bdsico es una sefial finita.

En general, las definiciones de energia y potencia media de las ecuaciones (207)-(214) sirven
indistintamente tanto para sefales reales como para sefales complejas. Aun asi, en el caso de
sefales complejas, se puede también calcular la energia y la potencia media tanto de las
sefiales parte real y parte imaginaria, como de las sefiales mdédulo y fase.

A continuacién, se propone un ejercicio de calculo de la energia y la potencia media de
diferentes sefiales.

Ejemplo 12

Para cada una de las sefiales definidas en las ecuaciones (179)-(182) del Ejemplo 11, se pide
calcular los siguientes parametros:

e Suenergiay su potencia media.
e Suenergiay su potencia media en t € [0,2], si la sefial es analdgica.
e Suenergiay su potencia media en n € {0, ...,99}, si la sefial es digital.

Soluciéon

Para una version extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucion de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este médulo.

a) Observando su representacion grafica en la Figura 22, ya intuimos que x; (t) tendra energia
infinita (puesto que x; (t » —) — 1) y, muy probablemente, potencia media finita (puesto que
2, (D] < 1).

En todo caso, calculamos la energia de x, (t) mediante la ecuacién (207):

+00 +00 ) +00 2
E—fl (t)lzdt—f| ! dt—f( ! )dt—
re 1 a 1+et - 1+et -
+00 +00 +oo
f il J . J AL
1+et B 1+eH2" T+et 1+et (1+eH)2
-}oo et ” ]oo et eZt it [1 (1 N t)]+°o et +00 (215)
1+4et T+et (A+enz™ 10 ¢l T+et|
In(1+et) et
1+et

[oe] —00

e e
In(1 *) —In(1 ) —
n(l+e®)—In(1+e™*) 1+e°°+1+e‘°°

1 0

— 00

oo 0

Y, para el cédlculo de la potencia media de x; (t), partimos de la ecuacién (209) y aprovechamos el
calculo de la integral que ya hemos realizado en (215):
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[In(1 + e, — [%]T

— lim L _ | -T _
Py = lim oo = lim 2T
T -T el e’
limln(1+e)—1n(1+e )_1+eT+1+e‘T=
T—oo ZT
(216)
1+el el 1 1—eT
Ty _ _ T
limln(1+e) ln( eT) 1+eT+1+eT_hmln(e)_—1+eT_
Too 2T e 2T N
l-e 1 1—eT 1 T q
. 14er_ 11— 1 . —e 1
B T i e oTeT T 2 A oTeT 2

Respecto de la energia y la potencia media de x,(t) en t € [0,2], claramente, ambos valores

serdn finitos. Calculamos Elg a partir de la ecuacion (211):

ty 2 et 1°
E2 = flxl(t)lzdt = flxl(t)lzdt = [In(1 + 95 — [m]o B
) ) (217)

In(1 + e?) —In(1 + €9) e’ + ¢’ =1 L+e? ¢’ +1~10530
T e T ez T 1re0 "2 1+ez 27

Y calculamos Plg a partir de la ecuacién (213) y aprovechando el resultado obtenido en (217):

1+e?

2 2 1 ( ) _”_jii_.+.l
Eg Eg M\T72 T+e272 _ (soes (218)
2-0 2 2 -

2 _
Py =

b) Observando la expresiéon de x,[n] en (180), ya intuimos que tanto su energia como su
potencia media seran infinitas, puesto que la sefial crece indefinidamente tanto para valores muy
positivos como muy negativos de n. Calculamos la energia de x,[n] mediante la ecuacién (208):

= - (1 1.2 w1 1 \2
= ) lelllt= ) [nt—gw] = ) (Gnt-gn) =

n=—oo n=-oo n=-—oo
S 1 1 1 1 & 1 & 1

.8 __.6 “npt) = 8 _ 6 - 4 — 219
2(16" 4n+4") 16Zn 4 ”+4Zn (219)
n=-oo n=-—o n=-—oo n=—co

v . 1w . 1o
8 6 4
5 - ) n+ —Z n* — oo
PRETIRES
n=1 n=1 n=1
Se ve claramente que el cdlculo de la ecuacién (219) tiende a infinito, debido a que hemos
topado con tres sumatorios infinitos de potencias. El resultado total viene regido por el término

dominante del sumatorio de la potencia de mayor grado (que es Y+ n8), que sabemos que es
de orden 9:
+o0 N
Zns = lim n8 = lim aN° - o (220)
N-oo N-oo
n=1 n=1

Y calculamos la potencia media de x,[n] mediante la ecuacion (210) y aprovechando el resultado
ilustrado en (220):
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N 3 5
_ s o 2™ aN? (221)
= N1 T A N 4T ALy T Am N o

Respecto de la energia y la potencia media de x,[n] en n € {0, ...,99}, claramente, ambos
valores seran muy elevados, pero finitos. A fin de no repetir una y otra vez los mismos
procedimientos, los calculamos directamente con MATLAB:

> n = 0:1:99;
>> x2 = (1./4).*n."-(1./2).*n."2;
>> sum(abs (x2) ."2)
ans =
6.6327e+15
>> mean (abs (x2) ."2)

ans =

6.6327e+13
Y, por tanto:
E;;” = 6.63-10'° (222)
Pzgg = 6.63-1013 (223)

c) De nuevo, observando la expresiéon de x;[n] en (181), ya intuimos que tanto su energia
como su potencia media también seran infinitas, puesto que x3[n] tampoco estd acotada en
amplitud. Y también que su energia y su potencia media en n € {0, ...,99} seran, de nuevo,
valores muy elevados, pero finitos.

Asi, calcularemos directamente los cuatro pardmetros con MATLAB:

>> syms m N integer;
>> symsum( (1+2*m) 2, m, -Inf, +Inf)

ans =
Inf
>> limit (symsum( (1+2*m)*2,m,-N, +N)/ (2*N+1),N,+Inf)
ans =
Inf
>> n = 0:1:99;
>> x3 = 1+2.%*n;
>> sum (abs (x3) .72)
ans =
1333300
>> mean (abs (x3) ."2)
ans =

13333

Y, por tanto:
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E; > o0 (224)
P; = o0 (225)
Es)° = 1333300 (226)
P33’ = 13333 (227)

d) En el caso de x,[n], definida por intervalos en la ecuacion (182), vemos que si estd acotada
en amplitud y, ademas, que tiende a 0 a medida que n tiende a oo a ritmo de una exponencial
decreciente. Esto nos permite intuir que se trata de una sefial cuya energia es finita y, por lo
tanto, segun lo indicado en la Tabla 3, cuya potencia media serd igual a 0.

Empezamos calculando la energia de x,[n]:

e S = SIS QSO S0 -2 e

1n\" . T .1 . as
Se observa que Y%, (Z) es una serie geométrica infinita de razén T Y toda serie geométrica

infinita converge a un resultado finito si el valor absoluto de su razén es menor que 1 (|r| < 1).
Esto se debe a que el dltimo término de la serie es la razén elevada a o, v, si el valor absoluto de
la razén es menor que 1, ese término se anula:

[ee]

o 1/1

oy _t-z(@) 1 14
(_) — — S (229)
4 11 -1 3 3

n=0 7} z 7

Y, asi, la potencia media de x,[n] es:

wl

(230)

P, = li = i =0
T 2N +1 NSm 2N +1

Para acabar, obtenemos con MATLAB la energia y la potencia media de x,[n] en n € {0, ...,99}:
>> n = 0:1:99;
>> x4 = (1./2).%n;
>> sum(abs (x4) ."2)
ans =
1.3333
>> mean (abs (x4) ."2)

ans =

0.0133
Asi pues:
E,?° = 1.3333 (231)

0

P,2° = 0.0133 (232)
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Finalmente, para acabar este apartado, se comenta qué efectos tienen las operaciones de
desplazamiento vertical y escalado en amplitud de una sefial, asi como las transformaciones
de su variable independiente, sobre su energia y su potencia media.

Siendo x(t) y x[n] dos sefiales cualesquiera de energia E, y potencia media P,; K una
constante; t, y a constantes reales positivas; ny y L constantes enteras positivas; y b una
constante racional positiva:

Sumarle una constante a una senal si puede modificar tanto su energia como su
potencia media:

y(©) = x(t) + K # {iyy _ I]j;" (233)
y[n] = x[n]+K # {Ih;;’ _ Pxx (234)

Tomemos, por ejemplo, la sefial analdgica continua x(t) = 1: su energia es claramente infinita
(E, — ) y su potencia media es unitaria (P, = 1). Si le sumamos una constante de, por
ejemplo, valor 2, obtenemos una nueva sefial y(t) = x(t) + 2 = 3 cuya energia sigue siendo
infinita (E;, — o) y cuya potencia media es P, = 9. Asi pues, vemos que, en el caso de este
desplazamiento vertical, la energia no se ve modificada (E, = Ey) y la potencia media si (P, #
P,).

Tomemos ahora una sefial de longitud finita tal como una sefial analdgica x(t) de amplitud 1
para —1 <t < 1y de amplitud O para el resto de valores de t, cuya su energia es finita (E, =
2) y cuya potencia media es nula (P, = 0). Si ahora le sumamos una constante de valor 2,
obtenemos una nueva sefial y(t) = x(t) + 2, que es de amplitud 3 para —1 <t <1y de
amplitud 2 para el resto de valores de t. En este caso, el desplazamiento vertical aplicado a
x(t) provoca que tanto la energia (E,, — o) como la potencia media (P, = 4) aumenten.

Multiplicar una seiial por una constante (es decir, escalar en amplitud una senal)
implica multiplicar tanto su energia como su potencia media por el cuadrado del valor
absoluto de esa constante (ver Demostracion 4 en el Anexo de este médulo):

© = kx() = | & = KIEx (235)
= =1
4 * P, = IK|2P,
[n] = Kx[n] {Ey: IKI°E, (236)
n|=Kx\n| =
4 P, = IK|2P,
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7. Seiiales tipicas

En esta seccidn se presentan y caracterizan las sefiales mas tipicamente utilizadas en la
practica. En general, las sefiales que se definen y estudian aqui aparecen constantemente en la
teoria de sefiales y sistemas. Sin embargo, la verdadera importancia de varias de estas sefiales
(muy especialmente, las sefales delta y las exponenciales complejas) no radica en su uso
practico, que también, sino en que, conceptualmente hablando, estdn en el corazén mismo de
la teoria de sefiales y sistemas. Por tanto, resulta muy conveniente conocerlas al detalle, tener
siempre bien presentes sus caracteristicas y propiedades, y saber manejarlas con soltura.

7.1.Senal escalon unitario

La senal escalon unitario se define como aquella sefal cuya amplitud es 0 para valores
negativos de su argumento y 1 para el resto:

0 para t<O0
Hi= {1 para t=>0 sy
0 para n<0
uln] = {1 para n=>0 2
siendo u(t) el escalén unitario analdgico (t € R) y u[n] el digital (n € Z).
(@)
L
u(t)
0.8 N
06 1
04 1
0.2 N
0 | | | | | | | | | ]
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 G 8 10
t
(b)
1r Q-E-O-P-O-g-0-O--O-Q-0-O-9-O-E--0-9-0-4
—< un)
08 n
06 1
0.4 1
0.2 m
D 1 1 1 1 1 1 1
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

n
Figura 32. Representaciones graficas de la sefial escaldn unitario: (a) u(t); (b) u[n].
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En general, y dado que se trata de una de las dos o tres sefiales mdas habitualmente usadas en
la practica, la letra u queda reservada para denotar la seiial escaldn unitario.

A continuacion, se propone un ejercicio de definicidn y representacién grafica de la sefal
escalén unitario sometida a transformaciones de desplazamiento, reflexion y escalado de su
variable independiente.

Es muy importante manejar con soltura las transformaciones de la variable independiente en
la sefial escaldn unitario. Este ejercicio ha de servir para ello:

Ejemplo 13
Se pide definir las siguientes sefales:

a) u(t—ty)yu[n—ngl, paraty,ny > 0,siendoty, € Ryn, € Z.

b) u(t+ty)yu[n+ ngl, paraty,ny > 0,siendot, € Ryn, € Z.

c) u(—t)yu[-n].

d) u(—t—ty)yu[—n—ng], paraty,ny, > 0,siendot, € Ryn, € Z.

e) u(—t+ty)yu[—n+ngl, paraty,ny > 0,siendoty € Ryn, € Z.

f)  u(at) yu[bn], paraa,b > 0,siendoa € Ry b € Q.

g) u(at —ty) yu[bn — ny), paraa, b, ty,ny > 0,siendoa,ty € R, b € Qyn, € Z.

Ademas, también se pide representarlas parat, = 5/2,ny =7, a=2yb =2/3.
Solucion

Para una versidn extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucién de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este mdédulo.

a) Definimos u(t — to) y u[n — ng), para ty,ng > 0, siendo t, € Ryn, € Z:

_ (0 para (t—t;) <0 (0 para t<t,
u(t —to) = {1 para (t—t,) =0 {1 para t>t, (247)
_ (0 para (n—mny) <0 (0 para n<n,
uln —no] = {1 para (n—ny) =0 {1 para n>n, (248)

Como era de esperar, u(t — t,) y u[n — ny| no son sino u(t) y u[n] atrasadas t, segundos y n,
muestras, respectivamente.

b) Definimos u(t + ty) y u[n + ngy], para ty, ny > 0, siendo ty € Ryn, € Z:

_ (0 para (t+t;) <0 (0 para t<-—t,
ut +to) = {1 para (t+ty) =0 {1 para t = —t, (249)
_ (0 para (n+mny) <0 (0 para n<-ng
uln +no] = {1 para (n+mny) =0 {1 para n = -—n, (250)

Como era de esperar, u(t + ty) y u[n + ny] no son sino u(t) y u[n] adelantadas t, segundos y
ngy muestras, respectivamente.

c)  Definimos u(—t) y u[-n]:
u(—t) = {0 para (—t) <0 _ {0 para t>0

= 251
1 para (—t)=0 (1 para t<0 (251)
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n>0
n<o0

para

(252)
para

Como era de esperar, u(—t) y u[—n] no son sino resultantes de la reflexién horizontal de u(t) y

u[n], respectivamente.

d) Definimos u(—t — ty) y u[—n — ny], para ty, ny > 0, siendo t, € Ryn, € Z:
_ (0 para (—t—ty) <0 (0 para t>—t,
u(=t—to) = {1 para (—t—ty) =0 {1 para t < —t, (253)
(0 para (—m—ny) <0 (0 para n>-ng
ul=n—n,] = {1 para (—n—mny) =0 {1 para n < -n, (254)

Vemos que u(—t —ty) y u[—n —ngy| son u(—t) y u[—n] adelantadas t, segundos y n,

muestras, respectivamente.

e) Definimos u(—t + ty) y u[—n + ngl, para ty,ny > 0, siendo t, € Ryn, € Z:
u(—t+t)—{0 para (—t+1t)) <0 _
2711 para (—t+ty)=>0"
_ (0 para (—n+ny) <0 _
ul=n+mn] = {1 para (—n+ny) =0

0 para t>¢t,
{1 para t<t, (255)
0 para n>ng

{1 para n <ng (256)

Vemos que u(—t + ty) y u[—n + ny] son u(—t) y u[—n] atrasadas t, segundos y n, muestras,

respectivamente.

f)  Definimos u(at), paraa > 0, siendo a € R:
0 para (at)<O0 {0 para t<0
u(at) {1 para (at)=0 (1 para t=0 u(®) (257)
Vemos que u(t) es insensible al escalado de su variable independiente.
Ahora, definimos u[bn], parab = M, siendoM € Zy M > 1:
_ (0 para (Mn)<0_{0 para n<0 _
u[Mn] = {1 para (Mn)>0 (1 para n>=0 "~ uln] (258)
Vemos que u[n] es insensible al diezmo.
Ahora, definimos u[bn], parab = 1/L, siendoL € Zy L > 1:
" [E] _ {u[n/L] para n € {m;L},Vvm; €Z _ {0 para n € {0,L,2L,3L,4L ...} (259)
Ll 0 vparané{mdl},vm;€Z |1 para n€{0,L,2L,3L,4L ...}

Por tanto, u[n/L] vale 1 en los miiltiplos enteros de L mayores o iguales que 0,y 0 en el resto.

Y, finalmente, definimos u[bn], para b = M/L, siendo M,L € Z con M,L >1y M # L. Por
definicién, sabemos que u[(M/L)n] es el resultado de diezmar u[n] en factor M y, después,
inserirle bloques de L — 1 ceros. Pero, como hemos visto en (258), el diezmo en factor M de u[n]
es igual a u[n] (u[Mn] = u[n]), de modo que u[(M/L)n] es igual a u[n/L]:

ulfo] = uff]

g) Definimos u(at — t,) para a,t, > 0, siendo a, t, € R:

(260)
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_ (0 para (at—ty) <0 _ {O para t<ty/a _ ( to)
u(at —to) = {1 para (at—t,) =0 (1 para t=>ty/a ult a (261)

Vemos que u(at — t,) es u(t) atrasada t,/a segundos. Es importante notar que u(at — t,) es
el resultado de, primero, atrasar t, segundos u(t) y, después, escalar horizontalmente u(t — t,)
en factor a. Si se invierte el orden de las transformaciones, escalando horizontalmente primero y
atrasando después, se obtiene u(a(t — t,)) = u(t — to).

Ahora, definimos u[bn — ny], parab = M, siendoM € ZyM > 1,y n, > 0, siendo n, € Z:

u[Mn = ng] = {O para (Mn—ny) <0 {O para n<ny/M _

n
1 para (Mn—ny) >0 (1 para n=ny/M ‘“[”‘[MO” (262)

alli donde [ny,/M] es el menor valor entero mayor o igual que ny,/M. Por tanto, vemos que
u[Mn — ny] es u[n] atrasada [n,/M]| segundos. Es importante notar que u[Mn — n,] es el
resultado de, primero, atrasar n, muestras u[n] y, después, diezmar u[n — ny] en factor M. Si se
invierte el orden de las transformaciones, diezmando primero y atrasando después, se obtiene
u[M(n —ny)] = ufn —ngl.

Ahora, definimos u[bn — ny], para b =1/L, siendo LEZ y L > 1, y n, > 0, siendo n, € Z.
Analogamente, aqui vemos que u[(n/L) — ngy] es el resultado de, primero, atrasar n, muestras
uln] y, después, inserirle bloques de L — 1 ceros a u[n — ny]. Tomando, pues, la definicién de
u[n — ng] en (248), vemos que u[(n/L) — n,y] valdrd 0 para n < Lny y, para n = Ln,, valdra 1
en n € {Lny,Lng + L,Lng + 2L, Lng + 3L, Lnyg + 4L ...} y 0 en el resto (como resultado de la
insercidn de ceros). Asi pues:

u [E _ ] _ {0 para n & {Ln,, L(ny + 1), L(ny + 2),L(ng + 3),L(ng + 4) ...}
o =

1 para n € {Lng,L(ny + 1),L(ng + 2),L(ng + 3),L(ng +4) ...} (263)

Por tanto, vemos que u[(n/L) — ny] vale 1 en los miiltiplos enteros de L mayores o iguales
que Lny, y 0 en el resto. Y aqui también sucede que, si se invierte el orden de las
transformaciones, insiriendo ceros primero y atrasando después, se obtiene u[(n —ny)/L] =

u[(n/L) = (no/L)].

Y, finalmente, definimos u[bn — n,], para b = M/L, siendo M,L € Zcon M,L >1y M #1L,y
ny > 0, siendo n, € Z. Por (262), sabemos que u[Mn — ny] = u[n — [ny/M]]. Entonces, puesto
que u[(M/L)n — ny] es el resultado de (en este orden) atrasar, diezmar e inserir ceros, sabemos
que u[(M/L)n —n,] se obtiene insiriéndole bloques de L — 1 ceros a u[n — [n,/M]]. Por
tanto, por (263), vemos que u[(M/L)n — n,] vale 1 en los miltiplos enteros de L mayores o
iguales que L[ny,/M], y O en el resto:

" [M ] _ {0 para n € {L[ny/M],L([ny/M] + 1),L(Iny/M]1+2) ...} (264)

LT U para n € {Ling/M1, L(Ino/M1 + 1), L(Ing/M1 +2) ..}

h) Para acabar, representamos graficamente en la Figura 33 las sefales definidas en los
apartados anteriores parat, =5/2,ny =7, a=2yb =2/3.

Finalmente, queda propuesto como ejercicio definir las siguientes sefiales (aplicando los mismos
razonamientos vistos en los apartados anteriores) y también representarlas graficamente para
to=5/2,ng=7,a=2yb=2/3:

o u(at+ty) yul[bn + ngyl, paraa,b,ty,ny > 0,siendoa,ty, ER, b EQyn, €Z.
o u(—at—ty) yu[—bn—nyl, paraa,b,ty,n, > 0,siendoa,t, € R,b € Qyny € Z.
o u(—at+ty) yu[—bn+nyl, paraa,b,ty,n, > 0,siendoa,t, € R,b € Qyn, € Z.
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) (b)
1r 1
u(t-5/2) —= un-7]
0.5 0.5
D 1 1 1 D
-10 8 -6 -4 -2 o 2 4 5] 8 10 -20 -158 10 -5 0 5 10 15 20
t n
) (d)
1r 1
u(t+5/2) —5 u[n+7)
0.5 0.5
D 1 1 1 D
-10 8 -6 -4 -2 o 2 4 5] 8 10 -20 -186 10 5 0 5 10 15 20
t n
) Ul
1 1 1
ui-ty —& uln]
0.5 0.5 T
D L 1 1 1 D 1 1 1 I L
-10 8 -6 -4 -2 o 2 4 6 a8 10 -20 -15 10 -5 0 5 10 15 20
t n
(9) (h)
1 1 1k
0.5 0.5
D L 1 1 1 D
-10 8 -6 -4 -2 o 2 4 8 8 10 -20 -16 10 5 0 5 10 15 20
t n
(i) Q)
1 1 A
0.5 0.5
D L 1 1 1 D
-10 8 -6 -4 -2 o 2 4 5] 8 10 -20 -15 10 -5 0 5 10 15 20
t n
) )
1r 1
uf2t) — u(2/3)r]
0.5 0.5
D 1 1 1 D
-10 8 -6 -4 -2 o 2 4 8 8 10 -20 -16 10 5 0 5 10 15 20
t n
(m) (n)
1r 1
ui2t-5/2) —& ul(213)n-7]
0.5 0.5
D 1 1 1 D L L I 1
-10 8 -6 -4 -2 o 2 4 6 a8 10 -20 -15 10 -5 0 5 10 15 20
t n

Figura 33. Representacion grafica de las seiales del Ejemplo 13.
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Ahora ya podemos ver una caracteristica muy interesante de la sefial escalén unitario, que no
es otra que la de expresar de forma compacta cualquier seial definida por intervalos.
Retomando las ecuaciones (51) y (52), se tiene que:

(xl(t) para t; <t<t,

x(t) para t; <t<t; M
x(t) =< x3(t) para t;3<t<t, = z x; () (ult — t;) —ult — tiyq)) (265)
: : i=1
xy(t) para ty <t <tpysq
x1[n] para ny<n<n,
xp[n] para n; <n<ng M
x[n] = {x3[n] para nz<n<n, = Z xi[n](uln —n;] —uln —ni4)  (266)
: : i=1

xyln] para ny <n<nyyq

alli donde u(t —t;) — u(t — t;;1) y u[n — n;] — u[n — n;, 1] acotan los intervalos i-ésimos
de x(t) y x[n], respectivamente, puesto que valen 1 en el interior del intervalo i-ésimo y 0
fuera de él, siendo que t; < t;1 yn; < nyyq, Vi € {1,...,M}.

Un caso particular de este uso es el de la definicion de seiiales finitas. Por ejemplo, para
definir el periodo basico de una sefial periddica. A tal efecto, retomamos las ecuaciones (118) y
(119), donde se muestra como definir por intervalos el periodo basico, y vemos que:

x(t) para t € [0,T,)

%o = e ey S %o = xO® ~u(t ~Ty) (267)

x[n] para n €{0,...,N, — 1}

xoln) = o e et N _ 1) = Foln] = xnl(uln] —uln—Nol)  (268)

siendo x,(t) y xo[n] los periodos bésicos de x(t) y x[n], respectivamente, las cuales son
sefiales periddicas de periodo Ty y Ny, respectivamente.

A continuacidn, se propone un ejercicio a fin de calcular los pardmetros basicos de la sefal
escalon unitario:

Ejemplo 14

Se pide calcular el maximo, el minimo, el supremo, el infimo, el offset, la energia y la potencia
media de las sefiales u(t) y u[n].

Solucion
Primero, determinamos los valores maximo, minimo, supremo e infimo a partir de (245)-(246):
Sue) = Supn] = max(u(t)) = max(ul[n]) =1
(269)

Lty = Lypy = min(u(t)) = min(u[n]) = 0

Respecto del offset, si atendemos a la Figura 32, ya podemos intuir que serd igual a 1/2:
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T

=li ! dt = li 1 1dt = li [t]—1
Mu(t)_rl—»r?oﬁfu(t) t—Tl_IEOﬁ = lim =2 = lim

=T 0

Hufn] = 1 Z uln] =

N+1 N 1

im—=lim=-==

N+ 1 Am oy~ A3

La energia es también infinita, pues la suma de infinitos valores iguales a 1 no converge:

Fuo = Jim [lu@lde = tim [ de = Jim [ = Jim (T - 0) = Jim T =
- 0

N N
Fup = Jim ) fuln]f? = lim 1= lim (—(2)) = Jm (N + 1) =
n=0

n=-—N

Y, finalmente, vemos que la potencia media del escalén unitario si converge a un valor finito:

T

1
Py = 11m — flu(t)l dt = 11m —fdt =

=T

1
Pupy = Jim == > ulnll? = Jim

n=-N

91

T-o 2T

N

N-owo 2N +

N—>oo 2N +1

tT

. 0 _
Jim o7 = fm

T—-oo ZT

Taaaz?:= lim = =

N—>00 2N+1
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(271)

(272)

Para terminar el estudio de la sefial escalén unitario, destacaremos su relacién con la senal
signo, la cual se define como aquella sefal que adopta el valor del signo de su argumento:

sgn(t) =

sgn[n] =

siendo sgn(t) la sefial signo analdgica (t € R) y sgn[n] la sefial signo digital (n € Z).

-1
0
1

-1
0
1

para
para
para

para
para
para

t<o0
t=0
t>0

n<o
n=20
n>0

(273)

(274)

Asi, es facil ver que es posible construir la seiial signo a partir de la sefal escalon unitario:

sgn(t) = u(t) —u(—t)

sgn[n]

= u[n] — u[—n]

(275)

(276)
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7.2.Senal delta analogica

La sefal delta analdgica (o impulso unitario analégico) se define como aquella sefial
analégica cuya amplitud es infinita al anularse su argumento y 0 para el resto:

0 para t#0

oo para t=0 e

5(t) = {
siendo 6(t) la sefial delta analdgica (t € R), también conocida como delta de Dirac®.

En realidad, esta es una definicion informal de la sefial delta analdgica, puesto que, en
rigor matematico, su definicién correcta es aquella que establece que la delta de Dirac
es la derivada del escalon unitario analégico:

du(t)
dt

6(t) = (278)

De la definicion formal y rigurosa de (278) se sigue la mas informal de (277), en la medida en
gue la derivada de u(t) es igual a 0 para todo valor de t, salvo en t = 0, donde u(t) no es
derivable, puesto que presenta una discontinuidad de salto y, por tanto, una pendiente
infinita. De hecho, estrictamente hablando, |la delta de Dirac no es una funcidn en los términos
establecidos en (100), puesto que o no es un numero real, es decir, no es un elemento
perteneciente al conjunto de los nimeros reales (oo € R).

Viendo su definicion, ya se intuye que la representacion grafica de 6(t) puede ser
problemdtica ent = 0. Y, de hecho, lo es: dada la imposibilidad de representar graficamente
un valor de amplitud infinito, la delta de Dirac se representa como igual a 0 y afiadiendo una
flecha vertical en el valor de la variable independiente para el cual se anula su argumento:

T T T T T T T T T
1+ & 4
0.8 T
06 T
04 7
0.2r B
0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 8 6 -4 2 0 2 4 6 8 10

Figura 34. Representacion grafica de la sefal delta de Dirac.

35 Fue el fisico francés Paul Dirac (1902-1984) quien introdujo por primera vez la «funcién delta» (hoy ya
conocida como delta de Dirac) en su obra Principios de la mecdnica cudntica (1930).
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Entonces, la amplitud y el sentido de la flecha vendran siempre determinados por el factor
de escala que acompaiie a la delta: §(t), —5(t), 36(t), —%S(t), A6(t), —AS(t), etc. Incluso

es posible, y hasta habitual, representar siempre una flecha de longitud 1 (pues la amplitud de
la flecha es meramente testimonial), en un sentido u otro (dependiendo del signo del factor de
escala), y afiadirle una etiqueta numérica que indique la magnitud del factor de escala:

(@) (b)

1 &1 1 0
05 At | 1 05 -3(t)
0 E 1
10 5 0 5 10 -10 5 5 10
t t
(c) (d)
3 1 0
2 1 l
34(t) 05 -(112)(1)
1 ]
0 , 1 i
10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10
t t
(e) (f)
1 A 1 0
05 Ad(t) | 1 05 " -Ad(t)
0 E A
-10 5 0 5 10 -10 5 0 5 10
t

t
Figura 35. Ejemplos de representacion grafica de deltas de Dirac con diferentes factores de escala.

A continuacién, se propone un pequefio ejercicio de representacion grafica de deltas de Dirac
desplazadas horizontalmente y con diferentes factores de escala.

Ejemplo 15
Se pide representar graficamente las siguientes sefiales analdgicas, parat, = 5/2y A = 2:
A A
x,(t) = Ea(t +t,) +AS(t) + Ed(t —to) (279)

x(t) = —gS(t + 2ty) + gd(t — 2ty) (280)

Solucién

Para una version extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucién de este ejercicio, se

recomienda consultar el Anexo de este médulo.

La representacion grafica de x; (t) y x, (t):
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(a) x,(t) = 5(t+(5/2)) + 24(t) + 5(t-(5/2))

2| ' 4>
15
1 1 1
0 ; ; ; ; ; . . |
0 8 6 4 =2 0 2 4 6 8 10

1} ' ' ' ' L A3
051
0

Figura 36. Representacion grafica de deltas de Dirac.

Se observa que, en la Figura 36(a), la longitud real de las flechas coincide con la magnitud del
factor de escala, mientras que ese no es el caso en la Figura 36(b). En general, si se aflade una
etiqueta con la magnitud del factor de escala, es indiferente hacerlo de un modo o del otro.

A continuacidn, se detallan las propiedades de la sefal delta analégica:

1. Relacion con la seiial escalon unitario:

du(t)
dt

8(t) = (281)

t

u(t) = Jd(a)da={a=t—r}=f ot —1dr = u(t)=f 6(t—1)dr| (282)
0 0

— 00

2. Insensibilidad al escalado de la variable independiente:

5(at)={0 para atth_{O para t#0

o para at=0 (o para t=0 = [0(at) = 8()) (283)

Una importante consecuencia de esta propiedad es la siguiente:

Slat —ty) = 6 (a (t — %)) = {t' =t— %0} = §at) =6t =6 (t — %O) (284)

Por tanto:

6(at —ty) =0 (t — %) (285)

3. Insensibilidad a la reflexion horizontal sobre el eje de ordenadas:

6(—t) =6(t) (286)

5(—t)={0 para (—t)th_{O para t#0

o para (—t)=0 (oo para t=0

Una importante consecuencia de esta propiedad es la siguiente:
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S(—t+t)=08(-t—ty))={t'=t—to} = 6(-t)=861) =6t —t,) (287)

Por tanto:

[6(—t+1t5) = 8(t — )| (288)

4. Ausencia de mdximo y de supremo; y ademas, valores minimo e infimo iguales a 0:

ﬂSg(t) = ﬂmax(é‘(t)) (289)
Is¢y =min(8(0)) =0 (290)
5. Offsetigual a 0:
T
~ lim — fa(t)dt— lim — [u(®)]lr = Ii 120 im2—0 (e
Ho) = JUG o1 = e 2 N T o TR o T
=T

Una conclusion importante derivada del calculo del offset es la siguiente:

+o0
j o()dt =1 (292)

6. Energia unitaria:

T T + 0o
Esqo = Jim f |8(0I2dt = Jim f 5(t)dt = f s(t)de = 1 (293)
-T -T —00
Y, como consecuencia, su potencia media es igual a 0:

. Esy .
PS(t) = %%_ZT = }ggoﬁ =0 (294)

7. Producto por una seiial cualquiera:

|x(t)5(t —to) = x(tn)8(t — t0)| (295)

8. Integral del producto por una sefal cualquiera:

+ oo +oo +0o0
J x(t)6(t —ty)dt = f x(te)d(t — ty)dt = x(ty) 6(t —to)dt = x(ty) (296)
Por tanto:

+00

j x(t)6(t — ty)dt = x(ty) (297)

Y, para acabar, ndtese que de (297) junto con (288) se sigue la que, muy probablemente, sea la
caracteristica mas importante y de mayor calado de la seial delta analégica:
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Toda seiial analdgica es el resultado de una combinacion lineal de deltas de Dirac
ponderadas por los valores de amplitud de la sefial:

+ oo

x(t) = J. x()o(t — 1)dt (298)

—00

Conviene observar que, en (298), la variable T no es mas que la variable de integracidn, que se
usa para recorrer la integral y poder hacer la suma. En realidad, la variable relevante en (298)
es t, que, si nos fijamos, juega el mismo rol que la constante t, juega en (297). De hecho,
podriamos reescribir (297) sustituyendo t por T y el resultado seguiria siendo x(t;).

Lo importante aqui es darse cuenta de que (298) no consiste sino en calcular (297) infinitas
veces: para to =0, para ty = 0.1, para t, = 0.01, para t, =2, etc. Si calculamos (297)
infinitas veces, cada una de ellas para un valor distinto de t,, habremos obtenido x(t) en su
totalidad. Y eso es justamente lo que se hace en (298): sustituir la constante t, por la variable
real t permite representar todos los posibles valores que podria adoptar t; en (297). Y, para
evitar confusiones, la variable de integracion en (298) se denota con 7, una letra distinta a t.

Aclarado esto, obsérvese que la sefial §(t — t,) aporta toda su informacion (o sea, concentra
toda su energia) en el instante t,. Andlogamente, §(t — t;) hace lo propio con t;, y §(t — t,)
con t,, ... y asi podriamos cubrir todos los valores posibles de la variable t (cada uno de los
instantes del tiempo continuo) mediante una delta de Dirac desplazada a cada uno de esos
instantes. En general, 6(t — T) representa el conjunto infinito de deltas de Dirac que se
requiere para cubrir todos los instantes posibles del tiempo continuo. Si multiplicamos cada
delta de Dirac que hay en 6 (t — 7) por un valor constante y las sumamos todas en una integral
que recorra T, estaremos construyendo una combinacion lineal de deltas de Dirac que dara
lugar a una sefial analdgica en t cuyos valores de amplitud seran las constantes que multiplican
a cada una de las deltas de la combinacion. O sea, habremos engendrado una sefal analdgica.
Pues bien, eso es exactamente lo que sucede en (298): x(t) es engendrada como resultado de
una combinacion lineal de deltas de Dirac. Es mas, incluso tenemos ya un ejemplo concreto de
esto: en (282), la sefial u(t) es engendrada como una combinacidn lineal de deltas de Dirac.

Por el momento, baste con darse cuenta del significado de (298) e intuir su gran importancia.
En mddulos posteriores, veremos que a la operacién realizada en (298) se la conoce como la
«convolucion» entre x(t) y 6(t), y veremos, también, la estrecha relacién de todo esto con la
nocién de «transformada de una sefal», que es fundamental en la teoria de sefiales y
sistemas.
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7.3.Senal delta digital

La sefal delta digital (o impulso unitario digital) se define como aquella sefial digital
cuya amplitud es 1 al anularse su argumento y 0 para el resto:

0 para n#0
= 2
8ln] {1 para n=0 PR
siendo &[n] la sefial delta digital (n € Z), también conocida como delta discreta.
(a) (b)
1 1 o
0.5 —& d[n]| A 0.5 — -d[n)
0 1
-10 -5 ] 5 10 -10 -5 ] 5 10
n n
(c) (d)
3 1 o
2 ]
—*& 3iln) 05 L
4 ]
o B
-10 -5 ] 5 10 -10 -5 ] 5 10
n n

Figura 37. Ejemplos de representacion grafica de deltas discretas con diferentes factores de escala.

Contrariamente a lo que sucede con su homdnima analdgica, la definicién de la sefal delta
digital no presenta ninguna dificultad y se ajusta sin mas a la definicién de funcién segun (101).
En la Figura 37 se muestra que su representacion grafica tampoco presenta problema alguno.

Ejemplo 16

Se pide representar graficamente las siguientes sefiales digitales, parany, =3y A = 2:
A A
x;[n] =56[n+n0] + Ad[n] +§5[n—n0] (300)

A A
x,[n] = —ES[n + 2n,] + §6[n — 2n,] (301)
Solucion

Para una version extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucién de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este médulo.

La representacion gréfica de x;[n] y x,[n]:
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(a) x,[n] = 8[n+3] + 28[n] + 5[n-3]

2t
15T

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4‘1 Elv El'l 10
n
(b) x,(0) = -(2/3)3[+6] + (213) d[n-6]

ST

-10 B £ -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura 38. Representacion grafica de deltas discretas.

A continuacidn, se detallan las propiedades de la sefial delta digital:

1. Relacidn con la sefial escalon unitario:

uln] = Slll={l=n—m}= 6[n—m] © |u[n] = 6[n —m]
l:z—oo 711220 771220

2. Insensibilidad al escalado de la variable independiente:

(0 para bn#0 (0 para n#0 —
§[bn] = {1 para bn=0" {1 para n=0 = [8[bn] = &[n]

Una importante consecuencia de esta propiedad es la siguiente, si (n,/b) € Z:

_ Ng _ r_ _E _ n_ "o _@

S[bn—no]—d[b(n—?)]—{n—n b}—6[bn]—6[n]—6[n )
Por tanto:
Y o
5[bn—n0]—6[n b]' V(b)EZ
3. Insensibilidad a la reflexion horizontal sobre el eje de ordenadas:
_ (0 para (—m)#0 (0 para n#0 ——
8l-nl = {1 para (-n)=0 {1 para n=0 §[=n] = [n]

Una importante consecuencia de esta propiedad es la siguiente:

S[=n+ne] = 8[-(n—ng)] = {n" =n—ne} = 6[-n'] = 6[n'] = 6[n — n,]

Por tanto:

Sefiales y sistemas | (Mddulo 1)
Sefiales analdgicas y digitales

(302)

(303)

(304)

(305)

(306)

(307)

(308)
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|6[—n +ny] = 6[n— n0]| (309)

4. Valores maximo y supremo iguales a 1, y valores minimo e infimo iguales a 0:

Ssm) = max(8[n]) =1 (310)
Isfn) = min(8[n]) = 0 (311)
5. Offsetigual a 0:
= lim — z 5[n] = lim —— = 0 (312)
Hotml = N0 2N +1 y (] = lim o1
=

Una conclusidn importante aplicada en el cdlculo del offset es la siguiente:

+oo
Z S[n] =1 (313)

n=—oo

6. Energia unitaria:

Esfny = Jim Z 6[n]|? = lim 5[n Z S[n]=1 (314)

n——N n=-—oo

Y, como consecuencia, su potencia media es igual a 0:

P lim 3y L (315)
S = NN IN + 1 Noe2N 1
7. Producto por una seiial cualquiera:
|x[n]5[n—n0] = x[n0]5[n—n0]| (316)
8. Sumatorio del producto por una senal cualquiera:
+00 +00 +o
> xlnldln—ngl = > x[noléln —nl = xlnl Y 8ln—mnol = xlngl ~ (317)
n=-—oo n=-—oo n=-—oco
Por tanto:
+00
> x{nléln = ng] = xlno] (318)
n=-—oco

Y, como en el caso analdgico, nétese aqui que de (318) junto con (309) se sigue la que, muy
probablemente, sea la caracteristica mas importante y de mayor calado de la delta discreta:
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Toda seial digital es el resultado de una combinacion lineal de deltas discretas
ponderadas por los valores de amplitud de la sefial:

400

x[n] = Z x[m]8[n — m] (319)

m=—oo

Las mismas observaciones realizadas para la delta de Dirac y la ecuacién (298) respecto de 7, t
y to pueden aplicarse al caso de la delta discreta y la ecuacion (319) respecto de m, ny ny.

También del mismo modo, obsérvese aqui que la sefial §[n — ny] aporta toda su informacién
(concentra toda su energia) en la muestra ny y solo en la muestra n,. Asi como lo hace
&[n —n,] con ny, y §[n — n,] con n,, ... y asi podriamos seguir hasta cubrir cada uno de los
valores posibles de la variable n (cada una de las muestras del tiempo discreto) mediante una
delta discreta desplazada a cada uno de esas muestras. En general, §[n — m] representa el
conjunto infinito de deltas discretas que se requiere para cubrir todas las muestras posibles
del tiempo discreto. Si multiplicamos cada una de las deltas discretas que hay en §[n — m] por
un cierto valor de amplitud y las sumamos todas mediante un sumatorio en m, estaremos
construyendo una combinacion lineal de deltas discretas que dara lugar a una seiial digital en
n cuyos valores de amplitud serdn aquellos valores por los que hayamos multiplicado a cada
una de las deltas de la combinacidn. Es decir, estaremos engendrando una seiial digital. Pues
bien, eso es exactamente lo que sucede en (319): x[n] es engendrada como resultado de una
combinacion lineal de deltas discretas. Y, también aqui, en la ecuacién (303) hay un ejemplo
concreto de esto: la sefial u[n] es engendrada mediante una combinacién de deltas discretas.

Por el momento, baste con darse cuenta del significado de (319) e intuir su gran importancia.
En médulos posteriores veremos que la operacion realizada en (319) es la «convolucidon» entre
x[n]y 6[n], y cdmo se relaciona todo esto con la nocion de «transformada de una sefial».

7.4.Senal sinusoidal

La seiial sinusoidal es aquella sefial cuya amplitud adopta la forma de una oscilacidn
sinusoidal a lo largo de toda la variable independiente:

x(t) = Asin(Qpt + ¢) = Asin(2rfot + ¢p) (320)
x[n] = Asin(wgn + ¢) (321)

alli donde x(t) es una sefial sinusoidal analdgica, de frecuencia fundamental Q, (en
rad/seg) o f, (en Hz), fase inicial ¢ (en rad) y amplitud maxima A; y donde x[n] es
una sefial sinusoidal digital, de frecuencia fundamental w, (en rad/muestra), fase
inicial ¢ (en rad) y amplitud maxima 4; con 4, Q, fo, wg, @ € Ry Qg, fo, wg = 0.
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En primer lugar, conviene recordar que la funcién coseno también da lugar a una seiial
sinusoidal, ya que un coseno no es mas que un seno adelantado /2 rad:

Acos(Qpt + @) = Asin (Qot +¢+ g) (322)

Acos(wgn + ¢) = Asin (a)on +¢+ g) (323)

En segundo lugar, es de gran importancia la cuestion de la periodicidad de la sefial sinusoidal,
aspecto que supone una gran diferencia entre la senal sinusoidal analdgica y la digital. De
entrada, recordemos que la funcion seno (y también la funcion coseno) tiene periodicidad 27:

sin(x) = sin(x + 2nr) ,Vr € Z (324)
siendo x aqui una sefial, funcién o valor numérico (tanto da si real o entero) cualquiera.

Entonces, desde la perspectiva analdgica, aplicar (324) en (320) permite observar lo siguiente:

x(t) = Asin(Qgt + ¢p) = Asin(Qot + ¢ + 2nr) =

2T (325)

2m
Asin(ﬂo(t+—r)+q5> =x(t+—r),Vr€Z
Qo Qo

Comparar (325) con la definicion de periodicidad para sefales analégicas de (112) permite
concluir que:

La sefal sinusoidal analdgica es una sefal periddica y esta caracterizada por las
propiedades siguientes:

1. Su periodo fundamental T, (expresado en segundos) es:

2 1
0 = — = —
Qo fo
2. Diferentes valores de Qg (o fo) dan lugar a sefiales sinusoidales analégicas
diferentes con periodos fundamentales diferentes.

(326)

3. Si el valor de Qg (o fy) crece, entonces el valor de T, decrece en la misma
proporcion; y si Qg (o f,) decrece, entonces T, crece en la misma proporcion. Y este
«juego» no tiene limite: si Q, (o fo) crece/decrece indefinidamente, T, también
decrecera/crecera indefinidamente.

Asi, la representacion grafica de la sefal sinusoidal analdgica es la siguiente:
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A _

Asin{a)

-A

2T, T, i} T, 2T,

Figura 39. Representacion grafica de la sefal sinusoidal analdgica (se asume A > 0).

Sin embargo, desde la perspectiva digital, las cosas resultan ser muy diferentes. Por un lado,
aplicamos (324) en (321):

x[n] = Asin(wyn + ¢) = Asin(won + ¢ + 2nr) ,Vr € Z (327)
Por otro lado, aplicamos la definicién de periodicidad para sefales digitales de (113) en (321):
x[n 4+ mNy] = Asin(wy(n + mNy) + ¢) = Asin(wgn + ¢ + wgNym) ,Vm € Z  (328)

Comparar (327) con (328) permite observar que la periodicidad de la seiial sinusoidal digital
esta supeditada a que su periodo fundamental haya de ser un valor entero (N, € Z):

2nr M
x[n] = x[n + mNy] & 2nr = woNom = wy = Nom = Znﬁ, VM,N € Z (329)
0

Por tanto, respecto de la periodicidad de la sefial sinusoidal digital, se concluye que:

La seial sinusoidal digital es una sefial periddica si y solo si su frecuencia fundamental
es un multiplo racional de 2:

M
wo =2, VM, N € Z (330)

Ademads, la periodicidad de la sefal sinusoidal digital esta caracterizada por las
siguientes propiedades:

1. Su periodo fundamental N, (expresado en muestras) es el denominador que
resulta de expresar M/N como una fraccion irreducible (es decir, como el cociente
de dos nimeros coprimos®):

21 21
Ny=N=—M = @y x— (331)
Wo Ny

36 Dos nlimeros coprimos son dos enteros positivos que no tienen ningln factor primo comun.
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(=1

-20 -15 -1

siendo M y N coprimos, de donde se sigue que w, es proporcional a 2/ Nj.

Una consecuencia importante de lo anterior es que, si bien es posible determinar
univocamente N, a partir de w,, no es posible determinar univocamente w, a
partir de N, puesto que diferentes valores de w, pueden dar lugar a diferentes
seiales sinusoidales digitales con el mismo periodo fundamental (o sea, pueden
dar lugar a la misma fraccion irreducible M /N).

Todas las frecuencias fundamentales separadas entre si algiin multiplo entero de
21t dan lugar a la misma senal sinusoidal digital:

Asin(won + ¢) = Asin((wg + 2nr)n+ ¢),vr € Z (332)

lo cual es consecuencia de (324), para una sefial sinusoidal, como la digital, de
variable independiente entera (n € Z):

Asin((wg + 2r)n + ¢) = Asin(won + 2nrn + ¢) = Asin(wen + ¢)  (333)

Un corolario muy importante de todo lo anterior es que el margen de valores
relevantes de w, tiene recorrido 2m. Es decir, todo valor de w, fuera de wg €
[0,27) esta separado algiin multiplo entero de 27 de algin valor de w, presente
en [0, 2m) vy, por tanto, da lugar a la misma sefial sinusoidal digital que algun valor
de w, presente en [0,2m). Asi, el «juego» aqui si tiene limite: que w,
crezca/decrezca indefinidamente no implica que N, también decrezca/crezca
indefinidamente. De hecho, la frecuencia fundamental w, tiene periodicidad 27t.

(a) Senal periodica: wn=ﬁ18, N0=16 (b) Senal aperiodica: c-.;n=1

— sin((#/8)n) — sin(n+w/2)

| L_fﬁf

- -
o) f0.t0) ) ~
4 P19 o G¥

ﬁc TTT ;T\ roq },; ﬂ |‘F‘\L| "-|‘-" | \I-;: rT
| IJ% e

g o
RIS

5 10 15 20 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
n n

(c) Sefal periodica: .'.-;D=m‘4, NU=8 (d) Senal periodica: mu=3ﬁ.fd, N0=8

— sin((n/d)n + =/4) — sin((3n/4)n + /4)
@ Q (] QA 1F @ Q @ Q GH

20 15 10 5 1] 5 10 15 20 -20 15 10 5 0 5 10 15 20
n n
(e) Senal periodica: w0=2ﬁ13, N0=3 (f) Senal periodica: w0=8ﬁ13, N0=3
— sin{(27/3)n) —= sin((Bx/3)n)
¢ Q0 © © © ¢ @ 0 @ Q0 Q@ Q© QO g 50 0 @ 9§ © ¢ ¢ Q @ 0O ¢ g
i.’ ’2’ ’.2’ ’ .)‘ ’.'*‘ £ = "’.“ ‘ i.’ ’2’ ’.2’ 0 C.’ ’2’ TZ’ .,’ 3‘ 'I“ ’.‘ = ‘ ‘ C'.‘ C.’ ’2’ TZ’
o 0 0 0 0 0 0 0 0 6 & & O ( q©0 6, 6 0 & 0 0 0 9 & 0 C O {
-20 -15 -10 -5 1] 5 10 15 20 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
n n

Figura 40. Representacion grafica de sefales sinusoidales digitales.
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En la Figura 40 se ilustra que la representacién grafica de la seial sinusoidal digital presenta
una casuistica muy diversa: diferentes valores de wg dan lugar a sefales periddicas,
aperiddicas, periddicas diferentes con el mismo periodo fundamental, y periddicas idénticas.

También la Figura 21 sirve para ilustrar la representacién grafica de mas sefiales sinusoidales
digitales periddicas, puesto que todas las sefiales que aparecen en el Ejemplo 9 lo son.

A continuacidn, se propone un ejercicio de caracterizacion y representacién gréfica de sefiales
construidas a partir de sefiales sinusoidales.

Ejemplo 17

Se pide caracterizar y representar graficamente las siguientes sefiales:

x,(t) = 3sin <4n (t + %)) (334)
x,(t) = 3 cos(20mt) (335)

B sin(20mt)
x3(8) = W (336)
x4[n] = cos (\/E(n - 3)) (337)
xs[n] = sin? (%T n) (338)

Solucion

Para una version extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucion de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este médulo.

a) Se observa que x;(t) es una sefial sinusoidal analégica de amplitud 3 y frecuencia
fundamental 47 rad/seg, que ha sido adelantada 1/8 segundos:

) 1 ) 4 ) T
x,(t) = 3sin <4n <t + §>) = 3sin <47Tt + ?> = 3sin (47Tt + E) = 3cos(4mt)  (339)

Vemos que el adelanto de 1/8 segundos se traduce en una fase inicial de /2 rad, lo cual nos
indica que, en realidad, estamos ante una sefial sinusoidal construida mediante un coseno de
fase inicial 0. Ademds, vemos también que el periodo fundamental de x; (t) es de medio segundo
(T, = 2n/4m = 1/2 seg).

b) Se observa que x,(t) es una sefial sinusoidal analégica de amplitud 3, frecuencia
fundamental 20 rad/seg y fase inicial 0. Es importante notar que la frecuencia fundamental
de x,(t) es 5 veces mayor que la de x,(t), lo cual nos indica que el periodo fundamental de
x,(t) es, a su vez, 5 veces menor que el de x,(t) (T, =2rn/20mr =1/10 seg). Como
consecuencia de esto, ya sabemos que x,(t) oscila 5 veces mas rapido que x;(t), lo cual puede
comprobarse en la Figura 41(a-b).

c) Vemos que x3(t) es el resultado del cociente de dos sefiales sinusoidales analdgicas: en el
numerador, tenemos una sinusoidal de amplitud 1, frecuencia fundamental 20w rad/seg y fase
inicial 0; y en el denominador, tenemos una sinusoidal de amplitud 1, frecuencia fundamental
41 rad/seg y fase inicial 0. Asi, por cada 5 periodos de la sinusoidal del numerador transcurre 1
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de la sinusoidal del denominador, por lo que el periodo fundamental de x5 (t) viene determinado
por el de la sinusoidal del denominador (T, = 2n/4m = 1/2 seg). Y, ademds, como puede
observarse en la Figura 41(c), cada periodo de x3(t) contiene, a la vez, la oscilacion lenta de la
sinusoidal del denominador y la oscilacidn 5 veces mas rapida de la sinusoidal del numerador.

d) Se observa que x,[n] es una sefial sinusoidal digital de amplitud 1 y frecuencia fundamental

V2 rad/muestra, que ha sido atrasada 3 muestras:
x4[n] = cos (\/E(n — 3)) = cos(\/fn — 3\/5) (340)

Vemos que el atraso de 3 muestras se traduce en una fase inicial de —3v2rad. Ademads, vemos
también la frecuencia fundamental no es un multiplo racional de 27, lo cual nos indica que x,[n]
es una sefal aperiddica, como puede observarse en la Figura 41(d).

e) Se observa que xs[n] es el resultado de elevar al cuadrado una sefial sinusoidal digital de
amplitud 1, frecuencia fundamental 3w /5 rad/muestra y fase inicial 0. De entrada, vemos que
la sefial sinusoidal digital que esta aqui elevada al cuadrado presenta una frecuencia fundamental
que es multiplo racional de 2w, de modo que se trata de una sefial periddica, cuyo periodo
fundamental es el siguiente:

il 2 > Ny =10 t (341)
Wg=—T=TM=-=2T— = = 10 muestras
°7 5 5 10 0
Ahora bien, puesto que xs[n] es el resultado de elevar esta sefial al cuadrado, para conocer su

periodo basico podemos aplicar la identidad trigonométrica del coseno del dngulo doble:

3 1 —cos (6nn) 1 1 6
. T B 5 ( 7T ) (342)
2
xs[n] =sin“({—n|=——""—=-=-——-cos
slnl =i ( 5 ) 2 272

Asi, vemos que xg[n] no es sino una sefial sinusoidal digital de amplitud —1/2, frecuencia
fundamental 6m/5 rad/muestra y fase inicial 0, mas una sefial constante de amplitud 1/2. De
este modo, y por el mismo razonamiento que en (341), vemos que el periodo fundamental de

x5[n] es Ny = 5 muestras (6m/5 = 2m(3/5)), lo cual puede observarse en la Figura 41(e)
f)  Finalmente, representamos gréficamente las sefiales en la Figura 41.

En la Figura 41(c), se observa cédmo, para cada periodo, el maximo y los cuatro pasos por cero
coinciden con 5 los pasos por cero de la sinusoidal del numerador. Ademas, el maximo de cada
periodo coincide también con el paso por cero de la sinusoidal del denominador. De hecho,
calcular el valor de ese maximo implica lidiar con una indeterminacién 0/0 en x3(t) en t =
0,1/4,1/2,3/4,1, etc. Esta indeterminacidon se resuelve facilmente mediante la regla de
I’'Hépital o, incluso mas rapidamente, aproximando la funcién seno por su argumento cuando
este tiende a 0.
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(a) x,(t) = 3sin(4x(t-1/8))

(b) sz = 3cos(20xt)

(c) xstt] = sin(20nt)/sin{4nt)

(d) x,[n] = cos(~/2m(n-3))

Lol 1t Ll 1
l

(e) xg[n] = sin®((37/5)n)

05T

0
-10

(Ll L TTL Tl LT]

0
n

10

Figura 41. Representacion grafica de las seiiales del Ejemplo 17.

Y, finalmente, se propone un ejercicio de cdlculo de parametros basicos de la seiial sinusoidal.

Ejemplo 18

Se tienen las siguientes senales sinusoidales:

x4, (t) = sin (1001115 + %)

x,[n] = sin (gn)

Para cada una de ellas, se pide calcular:

a) Susvalores maximo, supremo, minimo e infimo.
b) Su offset.
c) Suenergiay su potencia media.
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d) Laenergiay la potencia media de sus periodos basicos.
Solucién

Para una version extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucion de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este médulo.

a) De entrada, vemos que x;(t) es una sefial sinusoidal analdgica (y, por tanto, periddica) de
amplitud 1, frecuencia fundamental 1007 rad /seg (o sea, de 50 Hz y con periodo fundamental
T, = 1/50seg) y fase inicial /4 rad.

Asi, vemos claramente que x; (t) esta acotada en amplitud entre —1y 1:
-1<x(@)<1 (345)
Por tanto, sus valores maximo, supremo, minimo e infimo son los siguientes:
Sy, = max(x,(¢)) =1 (346)
L, = min(xl(t)) =-1 (347)

Por su parte, x,[n] es una sefial sinusoidal digital de amplitud 1, frecuencia fundamental
/3 rad y fase inicial 0. Ademas, puesto que su frecuencia fundamental es un mdaltiplo racional
de 27 (en concreto, 27/6), x,[n] es una sefial periddica de periodo fundamental N, = 6.

De este modo, vemos que x,[n] también esta claramente acotada en amplitud entre —1 y 1. Sin
embargo, al tratarse de una sinusoidal digital, de entrada no tiene por qué alcanzar dichas cotas,
puesto que, dependiendo de los valores de su frecuencia fundamental y su fase inicial, puede no
haber ningun valor entero de n que haga que el seno valga 1 o —1. Y de hecho, esto es lo que
ocurre en x,[n], puesto que no hay ningin valor de n para el cual el argumento del seno sea
igual a T/2rad. Lo que se observa es que el periodo basico de x,[n] (para 0 < n < 6) es la
siguiente secuencia de muestras:

[x2[0] x,[1] x,[2] x,[3] x,[4] x,[5]] = [0 V3/2 V3/2 0 —V3/2 —+3/2] (348)
Asi, las cotas minima y maxima de x,[n] son:

—V3/2 < x,[n] <V3/2 (349)

Y, por tanto, sus valores maximo, supremo, minimo e infimo son los siguientes:

V3
Sy, = max(xy[n]) = > (350)
V3
I, = min(x;[n]) = 5 (351)
b) Respecto del offset de x, (t), claramente es igual a 0:
T m\1"
1 - 100 cos (100mt + )| 559)
Uy, = }Lrgloﬁ f sin (1007rt + Z) dt = Tll_r}rc}O T =

=T
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1007 (cos (100nT +7) — cos (—100nT + 7)) 1007
. 4 4)) _ _
lim =lim———=0
T—oo 2T T-o 2T

En general, el offset de la sefial sinusoidal analdgica es igual a 0.

Respecto del offset de x,[n], una observacién interesante que puede hacerse aqui es que el
offset de toda sefal periddica es siempre igual al offset de su periodo basico, puesto que toda
sefial periddica estd centrada verticalmente en aquel valor de amplitud al que esté centrado
verticalmente su periodo basico. De este modo, habiendo explicitado el periodo bésico de x,[n]
en (348), ya podemos ver que el offset de x,[n] también sera igual a 0, ya que la suma de las

muestras de su periodo basico es 0:

I T 21v+15
e = N T Z Sm(?")_szZN+1 Zsm

n=-N n=0
(353)
1 3 3 3 3
T (LI CINP I E N ) JE
N—o 2 2 2 2 N—o0

En general, el offset de la sefal sinusoidal digital periddica es igual a 0, salvo si su frecuencia
fundamental es un miultiplo entero de 2m: en ese caso, la sefial es constante y su offset es igual al
valor de amplitud que sea que adopten todas las muestras de la sefial. Y si la sefal sinusoidal
digital no es periddica, entonces no hay forma de conocer a priori el valor de su offset.

c) Respecto de la energia de x; (t), es claramente infinita:

T

E. =i 2dt = li in (1007t + =) dt =
xy = lm ENG] t=lim | sin ( nt+Z) t=
-T —

T
lim %— %cos (ZOOnt + )dt = lim sin (2007rt + E)]T =

2 400 _
T ! T T (354)

lim (L 1L '(200T+7T) n__1 '(200T+”) -
e \2 4007 \SPTHE Ty 2 a00n> ™ TTy)) T

(sin (200nT + %) — sin (~200nT + %))) = lim T = oo

T—co

1
lim (T —
T ( 400
En general, toda seiial periddica, tanto analdgica como digital, es siempre de energia infinita.

Y, al calcular la potencia media de x; (t), vemos que converge a un valor finito:

E T 1
P = Jim or =i a7 =3 (359)

En general, la potencia media de la sefal sinusoidal analdgica es igual a la mitad del cuadrado
de su amplitud (42/2).

Respecto de la energia de x,[n], es también claramente infinita:

N 5

T 2N +1
=1i in?(=n) = = (356
=t Y b = gy v (5 i (Y sn(n)) = 9

n=-N n=-N n=0
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po 2NH1o 8 3 3 3y L 2N+
W (043 +5+0+5+7) = m Talet T

Y, al calcular la potencia media de x,[n], vemos que también converge a un valor finito:

e Ba N1
2 TN 2N 41 Nem2N 41 2

P, (357)
En general, la potencia media de la seial sinusoidal digital periddica es igual a la mitad del
cuadrado de su amplitud (42/2), salvo si su frecuencia fundamental es un multiplo entero de
21: en ese caso, la sefial es constante y su potencia media es igual al cuadrado del valor de
amplitud que sea que adopten todas las muestras de la sefial.

d) Calculamos la energia del periodo basico de x; (t):

To 1
t T\ 150
To — 2 — | _ 3 _ —
Byl _f|x1(t)| dt = |5 = zoo—sin (2007‘[t+4)]0 =
0 (358)
1 1 T 1 T 1
— in (47 +~) =0 + ——sin (=) = —
100 400n5m( ”+4) + 2007 ™ (4) 100

En general, la energia del periodo basico de la sefal sinusoidal analdgica es igual al cuadrado de
su amplitud por la mitad de su periodo fundamental (42T /2).

A continuacion, calculamos la potencia media del periodo bésico de x; (t):

E, T
p To— _*lo =50L=1 (359)
1o T T, 100 2

En general, la potencia media del periodo basico de la seiial sinusoidal analdgica es igual a la
mitad del cuadrado de su amplitud (4%/2).

Ahora, calculamos la energia del periodo bésico de x,[n]:

No-1 5
No — 2 2T Y0323 3,3_
Ery® = Z)Ixz[n]l —2)51n (3n)—0+4+4+0+4+4—3 (360)
n= n=

En general, la energia del periodo basico de la sefial sinusoidal digital periddica es igual al
cuadrado de su amplitud por la mitad de su periodo fundamental (AZNO/Z), salvo si su
frecuencia fundamental es un miltiplo entero de 2m: en ese caso, la sefial es constante y la
energia de su periodo bdasico es igual al cuadrado del valor de amplitud que sea que adopten
todas las muestras de la sefial.

Y, ahora, calculamos la potencia media del periodo basico de x,[n]:

E,No
p No__*0 _3_1 (361)
0 ~ Ny, 6 2

En general, la potencia media del periodo basico de la sefial sinusoidal digital periddica es la
mitad del cuadrado de su amplitud (42%/2), salvo si su frecuencia fundamental es un multiplo
entero de 27: en ese caso, la sefial es constante y la potencia media de su periodo basico es igual
al cuadrado del valor de amplitud que sea que adopten todas las muestras de la sefial.
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7.5.Seiial exponencial compleja

La senal exponencial compleja es aquella sefial compleja cuyo moédulo es constante y
cuya fase es lineal:

X(t) = Ae/@ot+¥) (362)
X[n] = AeJ(@on+¢) (363)

siendo X(t) una sefial exponencial compleja analdgica, de médulo A, frecuencia
fundamental Q, (en rad/seg) y fase inicial ¢ (en rad); y X[n] una sefial exponencial
compleja digital, de médulo A4, frecuencia fundamental w, (en rad/muestra) y fase
inicial ¢ (en rad); con 4, Qy, wgy, ¢ € Rysiendo 4 = 0.

En primer lugar, recordemos (108) y (109): trabajar con una sefal compleja es trabajar con
dos senales reales, su sefal médulo y su sefial fase (o, si se prefiere, su sefial parte real y su
sefial parte imaginaria). Con la sefial exponencial compleja, esto es bien facil, puesto que la
misma forma de la sefial ya permite identificar directamente tanto su médulo como su fase:

. X =A

X = Al @Qot+¢) {lmr;t())l((t)) et (364)
— j won |X[n]| = A

X[n] = Ae/@on+®) < {QIrg(X[n]) oot d (365)

De este modo, estudiaremos la sefial exponencial compleja (y, de hecho, cualquier sefial
compleja con la que trabajemos) moviéndonos siempre en términos de su médulo y su fase.

El primer ejemplo de esto es justamente la representacion grafica de la seial exponencial
compleja, que implica representar dos sefiales reales: la sefial médulo y la sefial fase:

(a) IX(t)| = A {c) IX[n]| = A
A A N A A A 0 S0 AR D A R A OB 0 A T |
0r, I I I o I I I I I
2T, T, 0 T, 2T, 2T, T, 0 T, 2T,
t n
(b) Arg(X(t)) = Q t+o (d) Arg(X[n]) = won+¢
. : il @TTT 9 TT @TTT
FFEFF]
“-2 Ty Ty 0 T, 2T, 2T, T, 0 Ty 27,

t n
Figura 42. Representacion grafica de la sefnal exponencial compleja. (a-b) Seial analégica. (c-d) Senal digital. Se
observa, ademas, tanto en (b) como en (c) que las fases T y —1 son intercambiables, ya que e/™ = e /™ = —1.
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Si observamos la Figura 42, vemos que, respecto de la seifal mdédulo, hay poco que decir, pues
es simplemente una seial constante. Sin embargo, respecto de la sefial fase, si conviene notar
que presenta una particularidad: la amplitud de la seiial fase de toda seiial compleja se
representa siempre entre —m y 7, ya que la fase es un angulo en el plano complejo, de modo
gue sus valores tienen un recorrido relevante de longitud 2.

En segundo lugar, es de gran importancia la relacidn entre la sefial exponencial compleja y la
sefal sinusoidal, que viene determinada por las férmulas de Euler:

i(Qot+¢) _ ,—j(Qot+¢)
e Qot+¢) _ o—j(Qot+d _éej(notﬂp—%)_ée—j(ﬂoﬁd’*’%) (366)

Asin(Qot+¢p) = A % =5 >

—j(won+¢+3)  (367)

ef(won+¢) — e—j(w0n+¢) A o A
A sin(won + (]5) =A 2] = Ee](w0n+¢ 2) — Ee

puestoque 1/j = —j = ez,

Y, para las sefiales sinusoidales construidas mediante la funcién coseno:
A A _.
Acos(Qot + §) = — e/ (BH®) 4 = eI (ot*®) (368)

A Cos(won + (P) = gej(w0n+¢) + ge_j(won"'d)) (369)

En tercer lugar, se observa que, en el caso de la sefial exponencial compleja, se ha definido que
A = 0, restriccion que no se hizo en la sefial sinusoidal y que permite identificar directamente
el mdédulo de la sefial exponencial compleja con A, como hemos visto en (364) y (365). En
general, todo signo negativo aplicado a A es un offset de valor i en la fase de la sefal:

_Aej(ﬂot+¢) — Aejﬂ'ej(ﬂot'i'd’) — Aej(90t+¢+7"f) (370)
_Aej(w0n+¢) — Aejn'ej(won+¢) — Aej(w0n+¢+7t) (371)

En cuarto lugar, es también de gran importancia la cuestidon de la periodicidad de la sefial
exponencial compleja. Puesto que, como ahora veremos, esta cuestién es andloga a la de la
periodicidad de la sefial sinusoidal, ya estudiada en el apartado 7.4, aqui vamos a plantearla de
forma mucho mas directa. En todo caso, donde se ve mas claramente la periodicidad de la
exponencial compleja no es en sumddulo y su fase, sino en su parte real y su parte imaginaria:

ERe(ej") = cos(x)

Sm(ejx) = sin(x) (572)

e/* = cos(x) + jsin(x) & {

Por tanto, de entrada, estd claro que la funcidn exponencial compleja tiene periodicidad 2m:

ej(x+27tr) — ejx ejZn:r — ejx,VT' =
1

(373)

siendo x en (372) y (373) una sefial, funcion o valor numérico cualquiera.

Asi, por un lado, la sefial exponencial compleja analdgica es siempre una seiial periddica:
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, 2T
Ael(ﬂo(t+rﬂ—0)+¢) — Aej(ﬂot+¢+2nr) — Aej(ﬂot+¢) ej27'[r — Aej(ﬂot+qb) (374)

1

Y, por tanto, su periodo fundamental T es el siguiente:

7= 2" (375)
TN

donde el denominador es |Q,]| en lugar de Q, porque en la exponencial compleja la frecuencia
fundamental no esta restringida a valores positivos (como si lo esta en la sefial sinusoidal).

Mientras que, por otro lado, la sefal exponencial compleja digital es una sefal periddica siy
solo si su frecuencia fundamental es un multiplo racional de 27t:

M
Wy = Znﬁ’ VM,N € Z (376)
siendo su periodo fundamental N, = N cuando M /N es una fraccién irreducible.

Recordemos que esto se debe a que la periodicidad de la exponencial compleja digital estd
supeditada a que su periodo fundamental sea un valor entero (N, € Z); si se cumple (376):

. 21
2 (D(HTEI)  goitoontoram) - poitoontd) g - goiwontd)  (377)
1

Ademas, como ya vimos en la sefial sinusoidal digital, la frecuencia fundamental w, tiene
periodicidad 2m; es decir, que el margen de valores relevantes de w, tiene recorrido 2m.
Esto es asi porque todas las frecuencias fundamentales separadas entre si algin multiplo
entero de 21 dan lugar a la misma sefal exponencial compleja digital:

Aej((wo+2nr)n+¢) = Aef(ontd+2mrn) — goi(wontd) giznrn — goiwont) (378)

1

A continuacion, se propone un ejercicio de caracterizacion y representacion grafica de sefiales
construidas a partir de sefales exponenciales complejas.

Ejemplo 19

Se pide caracterizar y representar graficamente las siguientes sefiales:
1 ) 1 .
X1(t) = 5+ ¥t /8 (379)
2 2
X,nl=1- eig(n—l) _ ej37n(n—1) _ pj2mn (380)
Solucion

Para una version extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucion de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este médulo.

a) Respecto de X, (t):
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1 . 1 . ) 1 . 1 .
Xl(t) — §+ e]411:t +Ee}8nt — e}4nt <Ee_]4m +1 +§ej4rrt> —

381
1 . 1 . . . ( )
1+ Ee‘”’” + Ee"“” e4mt = (1 + cos(4mt))e/*™

cos(4mt)

Vemos que, trabajando un poco con las exponenciales complejas, X;(t) queda expresada como
el producto de una sefial real (1 + cos(4mt)) por una exponencial compleja de médulo 1,
frecuencia fundamental 4m y fase inicial 0. Asi, puesto que la sefial real que multiplica a la
exponencial compleja es de amplitud positiva para todo £, solo aporta informacion a la sefal
médulo de X, (t) y la sefial fase de x; (t) es directamente la fase de e/4™:

|X;(®)| = |1 + cos(4mt)| = 1 + cos(4mnt)

Arg(X,(t)) = Arg(e*™) = 4nt (382)

X;(t) = (1 + cos(4mt))e/*™ < {
Conviene notar que, si la sefial real 1+ cos(4mt) presentase amplitudes negativas, la sefial
maodulo seria | X (t)| = |1 + cos(4mt)| # 1 + cos(4mt) y deberiamos usar la sefial signo definida
en (273) para afiadir la informacion de las amplitudes negativas de 1 + cos(4mt) en la sefial fase
de X, (t), de modo tal que QIrg(Xl(t)) sufriera incrementos de valor 7 en aquellos intervalos de
t en los que la sefial real 1 4+ cos(4mt) presentase valores de amplitud negativos.

b) Respecto de X,[n]:

'E(n—l) '3—n(n—1) i2 iTn T '3—7Tn _3r

X,[n] =1-¢’2 —elz2 —el?mMm =1-¢l2"e V2 —¢/2"e 2 — 1=

£ <z € -
1 -Jj j

jnn j311:n 3 jnn jnn jnn jnn
i(e/7" — /7 :'eﬁm(e‘i_ei)z_'_1n(e§_e‘7):
J( ) J wAGEY

_n
-0 z (383)
LT .TT
(_1)11 M = 2(_1)n sin (E n)
J) 2
Zsin(gn)
De nuevo, trabajando un poco con las exponenciales complejas, vemos que X, [n] es una sefial

real, de modo que su representacion grafica serd aun mas sencilla, si cabe.

c) Finalmente, representamos graficamente las sefiales:
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(a) [X, (t)] = 1+cos(4xt)

-1 0.8 -06 04 02 0 02 04 0.6 0.8 1

-1 08 -06 04 02 0 02 04 0.6 0.8 1

t
(c) X, [n] = 2(-1)"sin((x/2)n)

Figura 43. Representacion grafica de las seiiales del Ejemplo 19.

Seguidamente, se propone un ejercicio de calculo de parametros bdsicos de la senal
exponencial compleja.

Ejemplo 20
Se tienen las siguientes sefales exponenciales complejas:
X, (t) = eJ100mt (384)
X,[n] = e]'%n (385)
Para cada una de ellas, se pide calcular:

a) Susvalores maximo, supremo, minimo e infimo.

b) Su offset.

¢) Suenergiay su potencia media.

d) Laenergiay la potencia media de sus periodos basicos.

Solucién

Para una version extendida y detallada del uso de MATLAB en la resolucion de este ejercicio, se
recomienda consultar el Anexo de este médulo.

a) De entrada, vemos que X;(t) es una sefial exponencial compleja analdgica (y, por tanto,
periddica) de amplitud 1, frecuencia fundamental 1007 rad/seg (o sea, de 50 Hz y con periodo
fundamental Ty = 1/50 seg) y fase inicial 0. Asi, su mddulo es una sefial constante de amplitud
1, mientras que su sefial fase es una recta de pendiente 1007 y ordenada en el origen 0.
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Por tanto, los valores maximo, supremo, minimo e infimo del médulo de X; (t) son todos 1:
Sixy) = max(|X;(@®)) = Iy, = min(|X;(O)]) = 1 (386)

Mientras que los de su fase son, como en cualquier sefial fase que recorra todos los posibles
valores de fase:

Sareg(x, (1)) = MaxX (ﬂrg(Xl(t))) =7 (387)

Loy (x, (py) = Min (QIrg(Xl(t))) =-r (388)

Por su parte, X,[n] es una sefial exponencial compleja digital de amplitud 1, frecuencia
fundamental /3 rad y fase inicial 0. Ademds, puesto que su frecuencia fundamental es un
multiplo racional de 2m (en concreto, 2m/6), X,[n] es una sefial peridédica de periodo
fundamental Ny = 6. Asi, su mddulo es una sefial constante de amplitud 1, mientras que su
sefial fase es una recta discretizada de pendiente /3 y ordenada en el origen 0.

Por tanto, los valores maximo, supremo, minimo e infimo del médulo de X, [n] son todos 1:
Six, = max(|X;[n]l) = Ijx,; = min(|Xz[n]]) =1 (389)
Mientras que los de su fase son, de nuevo:
Soteg(xy[n]) = max(‘)lrg(X2 [n])) =1 (390)
Lisg(x, [y = Min(Arg(X,[n])) = -1 (391)

En general, no tiene mucho interés hablar de valores maximo y minimo de una sefial fase, puesto
que la fase no es de naturaleza lineal, sino circular (de hecho, m rad = —m rad). Aun asi,
podemos hacerlo en la medida en que entendamos la sefial fase como una sefial real cuyo
recorrido en amplitud esta siempre acotado entre —m y 7:

- < erg(X(t)), WUrg(X[n]) <m (392)
siendo X(t) y X[n] dos sefiales complejas cualesquiera, analdgica y digital, respectivamente.

b) Respecto del offset de X, (t), claramente es igual a 0:

T

1 . [1007je/t00mt] T,
— Tim — jroomt g+ — 7; —
e, = Jim [ e = im ==
-T (393)
1007j(e/100mT — g=j1007Ty 1007 sin(1007T)
im = lim =0
T—oo ZT T—oo T

En general, el offset de la sefial exponencial compleja analégica es igual a 0.

Respecto del offset de X,[n], lo calculamos (se trata del limite de una serie geométrica) y vemos
que también es igual a 0:
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d 1 e_j%N - ej%ej%N
3" = 1 =
.qu N—)ooZN Z NI_I}¢}<)2N+1 1—e-]%
i . 1 . 1

1 [e /3N _ pi3v+D) 1 e’s (e‘J%(N +3) — ¢J5(8+2)
lim = lim =
N—>002N+1 1_ej% N-oo 2N + 1 ej%(e_j%—ej%) (394)

, n(5vep)  2sn(5(e+d)

I = i
Now2N+ 1 g B Noe T 2N+ 1

=0

En general, el offset de la seiial exponencial compleja digital periddica es igual a 0, salvo si su
frecuencia fundamental es un multiplo entero de 2m: en ese caso, la seial es real y constante y
su offset es igual al valor de amplitud que sea que adopten todas las muestras de la sefal. Y si la
sefial exponencial compleja digital no es periddica, entonces no hay forma de conocer a priori el
valor de su offset.

c) Sabemos que la energia de X, (t) es infinita, por tratarse de una sefial periddica:

T T
Ey, = lim f|ef1°°"t|2dt = lim f12dt = lim [t]T, = lim 2T = oo (395)
=T =T

Y, al calcular la potencia media de X, (t), vemos que converge a la unidad:

Ex, 2T
= 1 = 396
P = im o = Jimop =1 (39)
En general, la potencia media de la seial exponencial compleja analdgica es igual al cuadrado

de su amplitud (42).

De nuevo, sabemos que la energia de X,[n] es también infinita:

N
jznz_. , . 2N+1 _
Ey, = lim e’3 = lim 14 = lim > 2—1\111m 2N+1=00 (397)

N—-oo N—-oo N—-oo
n=-N n=-N

Y, al calcular la potencia media de X,[n], vemos que también converge a la unidad:

E, 2N +1
2T NN+ 1 New2N+ 1 (398)

En general, la potencia media de la sefial exponencial compleja digital periddica es igual al
cuadrado de su amplitud (A42), salvo si su frecuencia fundamental es un multiplo entero de 2m:
en ese caso, la sefial es constante y su potencia media es igual al cuadrado del valor de amplitud
que sea que adopten todas las muestras de la sefial.

d) Calculamos la energia del periodo bésico de X, (t):

To

1
Bl = [ I@Pde = [0 =T, = o (399)
0



Universitat Oberta de Catalunya 117 Sefiales y sistemas | (Mddulo 1)
(uoq) Sefiales analdgicas y digitales

En general, la energia del periodo basico de la seiial exponencial compleja analdgica es igual al
cuadrado de su amplitud por su periodo fundamental (AZTO).

A continuacidn, calculamos la potencia media del periodo basico de X, (t):

E, To
p T X0 _To_ (400)
o 7T, T,

En general, la potencia media del periodo basico de la sefial exponencial compleja analdgica es
igual al cuadrado de su amplitud (42).

Ahora, calculamos la energia del periodo basico de X,[n]:

No—-1 5
BN = Y ol =Y 1=6 (a01)
n=0 n=0

En general, la energia del periodo basico de la sefal exponencial compleja digital periddica es
igual al cuadrado de su amplitud por su periodo fundamental (4%N,), salvo si su frecuencia
fundamental es un multiplo entero de 2m: en ese caso, la sefial es constante y la energia de su
periodo bdsico es igual al cuadrado del valor de amplitud que sea que adopten todas las
muestras de la seiial.

Y, ahora, calculamos la potencia media del periodo basico de X,[n]:

Er,i® 6

No _ — —
P, = No —5_1 (402)

En general, la potencia media del periodo basico de la sefial exponencial compleja digital
periédica es igual al cuadrado de su amplitud (42), salvo si su frecuencia fundamental es un
multiplo entero de 2m: en ese caso, la sefial es constante y la potencia media de su periodo
basico es igual al cuadrado del valor de amplitud que sea que adopten todas las muestras de la
sefial.

Para finalizar este apartado, a continuacién se introduce la razén por la cual la sefial
exponencial compleja resulta ser, junto con las sefiales delta, la sefial mas importante y de
mayor relevancia en toda la teoria de sefiales y sistemas:

En general, una senal periddica puede ser expresada como el resultado de una
combinacidn lineal de exponenciales complejas. Es lo que se conoce como desarrollo
en serie de Fourier®” de una sefial periddica.

Para una introduccion breve y de caracter meramente descriptivo a las Series de Fourier, se
puede consultar el Anexo de este médulo.

37 El matematico y fisico francés Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) introdujo lo que hoy
conocemos como «serie de Fourier» en su obra Teoria analitica del calor (1822).
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En todo caso, esta es una cuestidon de gran relevancia que se estudiard muy en detalle en
maodulos posteriores. Por el momento, nos limitaremos a aclarar que el interés por las sefiales
exponenciales complejas no se agota aqui. En mddulos posteriores, al estudiar el concepto de
«transformada de una sefial», veremos que no solo las sefales periddicas, sino que, en general
(aunque con alguna reserva que ahora no comentaremos), cualquier sefial podra ser
engendrada como resultado de una combinacién lineal de exponenciales complejas. Este
hecho, de enorme importancia, vendrd a ser equiparable a lo que ya hemos visto que puede
hacerse con las sefiales delta en (298) y (319). Y sera el fundamento que nos permitira trabajar
con sefiales tanto en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia: del mismo modo que
ya hemos visto que las sefiales delta nos permiten representar todos los instantes posibles de
tiempo sin interferirse las unas con las otras (y asi engendrar cualquier sefial en el dominio del
tiempo), las sefiales exponenciales complejas permiten hacer lo propio con todas las
frecuencias posibles, también sin interferirse mutuamente (y asi permiten engendrar cualquier
sefial en el dominio de la frecuencia).

7.6.Otras seinales tipicas

Para terminar, vamos a ver tres sefiales analdgicas también muy habituales en la practica,
algunas de las cuales se construyen a partir de algunas de las sefales tipicas ya estudiadas.

7.6.1. Seiial pulso cuadrado

La seial pulso cuadrado es aquella seiial analégica cuya amplitud es 1 para un cierto
intervalo finito de valores de la variable independiente y 0 en el resto:

(59)-

siendo T el ancho del pulso cuadrado (o sea, la duracion del intervalo de muestras de
valor 1) y t, su instante central, allidonde T,t, € Ry T > 0.

T T
1 para te€e [tO_E'tO-I_E

= = (403)
0 para t¢g [to _E'to +§]

En general, y dado que se trata de una seiial muy habitualmente usada en la practica, el
simbolo Il queda reservado para denotar la sefal analdgica pulso cuadrado.

. S L - t—t
Vista su definicidn, la representacion grafica de I1 ( - 0

) se muestra en la Figura 44.

Se observa que la sefal pulso cuadrado permite acotar facilmente cualquier seial finita
analégica definida entre ¢, y 5, segun la definicidon de (110). Simplemente, hay que definir T y
to de modo tal que t; =ty —T/2 y t, =ty + T/2. Sin embargo, para definir de forma
compacta tanto una sefal analdgica definida por intervalos como el periodo basico de una
sefial periddica analdgica, sigue siendo mas util la sefial escaldn unitario analdgica. La razén de
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esto estd, si nos fijamos en (265) y (267), en que los intervalos de definicion de estas sefiales
normalmente son cerrados por la izquierda y abiertos por la derecha, mientras que el intervalo
de definicién de la sefial pulso cuadrado es cerrado tanto por la izquierda como por la derecha.

08 1
0.4 .
0.2 1

ty-(Ti2) t ty+(Ti2)

Figura 44. Representacion grafica de la sefal pulso cuadrado.

Asimismo, es justamente esta la razon por la cual la sefal pulso cuadrado no puede ser
expresada como la diferencia de dos escalones unitarios analdgicos: en (403), el limite por la
izquierda estd incluido en el intervalo de definiciéon de la sefial pulso cuadrado. Es por este
motivo que si tiene sentido definir la sefal pulso cuadrado en el dominio analdgico, pero no en
el dominio digital, pues esta problematica no aparece en las sefiales discretas. Si quisiéramos
definir una version digital de la sefial pulso cuadrado, no tendriamos mas que restar dos
escalones unitarios digitales convenientemente desplazados:

N N-1

N N+1 1sine{n0—[EJ,...,n0+lT}

ulpno+ 5] uln-mo— |77 = N N1 404
0Osing {no - lEJ' .oy + ITJ}

allidonde |N /2] es el mayor valor entero menor o igual que N/2, y donde N,ny € Zy N > 0.
La sefial «pulso cuadrado digital» definida en (404) es de ancho N (tiene N muestras de valor
1); si N es impar, esta centrada en la muestra ng; vy, si N es par, sus dos muestras centrales son
ny — 1y ng. Asi, con (111), vemos que se trata de una seial finita de amplitud 1 definida entre
ny =ng—IN/2]yn, =ny+ [(N —1)/2], y de amplitud 0 fuera de ese intervalo.

Finalmente, una sefial periddica muy interesante que puede definirse a partir de la sefial pulso
cuadrado es el tren de pulsos cuadrados de ancho T y periodo fundamental T:

b 1:—%—mT0 1:—%+T0 t—% t—%—T0
Z M—7 =t —7 [t 7 "7 |t o
m=—o

m=—1 m=0 m=1

siendoTy, > T, allidonde T, T, € Ry T, T, > 0.

Es facil ver que la representacion grafica del tren de pulsos cuadrados es la siguiente:
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T T T T T T T T T T
£ TH{HTRHmT T
] i
0.8 7
06 7
0.4 7
0.2 7
o
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2T, 2T 4T T, THT 0 T T, TtT 2T, 2T+ T

t
Figura 45. Representacion grafica de un tren de pulsos cuadrados.

Andlogamente, la version digital del tren de pulsos cuadrados se puede definir también muy
facilmente a partir de la extensioén periddica a razén de N, muestras por periodo de la resta de
escalones unitarios que define el intervalon € {0, ..., N — 1}:

Z (u[n —mNg] —u[n =N —mNg]) = -+ u[n+ Ny] —u[n — N + Np] +
e m==1 (406)
uln] —u[n — N]+u[n— Nyl —u[ln—N — Ny] + -

m=0 m=1

siendo Ny = N, allidonde N, N, € Zy N, Ny > 0.

7.6.2. Seiial pulso triangular

La sefial pulso triangular es aquella sefal analdgica definida como sigue:

1 2|t_t°| te[t Tt+T]

A<_t_t0) T | P v 22 (407)
T ) T T
0 para t €& [to—z,to +E]

siendo T el ancho del pulso triangular, y t, su instante central, con T,t, € Ry T > 0.

En general, y dado que también se trata de una sefial muy usada en la practica, el simbolo A
queda reservado para denotar la sefial analégica pulso triangular.

. S L - t—t
Vista su definicidn, la representacion grafica de A( - 0

) es la siguiente:
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0.8 1

A({ttHT)

0.6 1

0.4 b

0.2 1

ty(T2) ty ty+(T2)

Figura 46. Representacion grafica de la sefal pulso triangular.

Facilmente, es posible expresar la sefial pulso triangular a partir de la sefial pulso cuadrado:

(5= (-2 (5Y

Y, finalmente, a partir de la sefal pulso triangular también puede definirse el tren de pulsos
triangulares de ancho T y periodo fundamental T,:

s t—g—mTo 1:—%+T0 t—% 1:—%—T0
Z M7 |=tM 7 [tM 7 |*A 7 |t o9
m=—o

m=-—1 m=0 m=1

siendo Ty > T, allidonde T, Ty € Ry T, Ty > 0.

B AT VT

Figura 47. Representacion grafica de un tren de pulsos triangulares.
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7.6.3. Seial sinc

La sefnal sinc (o seno cardinal) es aquella sefial analégica definida como el cociente del
seno del argumento de la sefal por  entre el argumento de la seiial por m:
sin(mt)

sinc(t) = — (410)

De entrada, conviene notar que la sefial sinc presenta siempre una singularidad evitable en

aquel valor de t que anula su argumento38. Si nos fijamos en (410), vemos que sinc(0) = 0/0.
Esta singularidad se resuelve muy facilmente: bien aproximando el seno por su argumento
(sin(mt) = mt, cuando t — 0), bien aplicando la regla de I'Hopital, el resultado es sinc(0) = 1.

Entonces, para caracterizar la sefial sinc, lo mas sencillo es atender a su representacion grafica:

1F sinclt) = sin(xt)(xt) |

Figura 48. Representacion grafica de la seial sinc.

Se observa en la Figura 48 que la sinc es una sefal par e infinita orientada a ambos lados,
cuyos pasos por cero estdn situados en todos los valores enteros de t, salvoen t = 0:

0 para k#0

sinc(k) = {1 para k=0’

vk €Z (411)

Se observa también la distribucidn de I6bulos de la seiial, que son infinitos:

e Elldbulo positivo de ancho 2 ubicado en t € [—1,1] es el lamado l6bulo principal.

e Los I6bulos negativos de ancho 1 ubicados en t € [—2,—1] y t € [1,2] son los
llamados Iébulos secundarios.

e Los I6bulos positivos de ancho 1 ubicadosent € [—3,—2] y t € [2,3] son los llamados
I6bulos terciarios.

e Y asisucesivamente...

38 Sj definimos simbdlicamente la sefial sinc en MATLAB a partir de cdmo esté definida en la ecuacién
(410), no hemos de preocuparnos por esta singularidad, pues MATLAB la resuelve automaticamente.
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En la practica, algo muy habitual es definir la sefial sinc de amplitud A y ancho de I6bulo
principal 2T’; es decir:

) t AT  (mt
Asinc (T) = _—sin (?) (412)
Finalmente, y como curiosidad, resulta interesante conocer la relacidn entre la sefial sinc y la
delta de Dirac, que estd basada en el calculo de un limite. El limite de la sinc multiplicada por
el inverso de la mitad del ancho de su Iébulo principal cuando el ancho del Iébulo tiende a
cero es una delta de Dirac:

1 t
im —si —| = 413
%1_r)r(1) Fsinc (T) 5(t) (413)

Y, también como curiosidad, en (411) se ve claramente que muestrear la sefial sinc con un
periodo de muestreo de 1 segundo (T,, = 1) da como resultado la sefial delta digital:

0 para n+0

1 para n=0 (414)

sinc[n] = sinc(t = n) = §[n] = {



Universitat Oberta de Catalunya 124 Sefiales y sistemas | (Mddulo 1)
(uoq) Sefiales analdgicas y digitales

8. Analogia intuitiva entre seiales y vectores

Para terminar médulo de introduccién a las sefiales, a continuacién se presenta y discute (de
forma intuitiva, en términos informales y deliberadamente poco rigurosos desde un punto de
vista matematico) una analogia entre el concepto de sefial y el de vector. Conviene empezar
aclarando que, de hecho, la «analogia» que da titulo a este apartado no es realidad una
analogia, sino que se trata sin mds de una relacion de identidad, puesto que, digamoslo ya
claramente de entrada, las sefiales no son ni mas ni menos que vectores.

Lo que se pretende en este apartado es establecer la conexidn existente entre sefiales y
vectores en términos meramente conceptuales, a fin de poder aprovechar elementos basicos
propios del aparato tedrico del algebra lineal (que, aplicados a vectores, nos son muy
familiares: espacio vectorial, dimensiones de un espacio vectorial, producto escalar, médulo o
norma de un vector, proyeccién de un vector sobre otro, combinacion lineal de vectores,
independencia lineal, base generadora del espacio, matriz de cambio de base, diagonalizacién
de endomorfismos, autovectores, autovalores, etc.) y aplicarlos a las sefiales y a los sistemas.
La idea es que esto nos permita comprender mds adecuadamente y con mucha mas
profundidad en qué consiste la teoria de sefiales y sistemas que estamos estudiando aqui.

Entonces, lo que hay que entender de entrada es que tanto el conjunto de las sefiales
analdgicas como el conjunto de las sefales digitales conforman sendos espacios vectoriales.
Esto simplemente quiere decir que son conjuntos no vacios de elementos (lo cual es obvio: el
conjunto de las sefales analdgicas contiene a las sefiales analdgicas y el conjunto de las
sefiales digitales contiene a las sefiales digitales) sobre los que se definen una operacién
interna (la suma de dos sefiales da lugar a otra sefal) y una operacion externa (el producto de
una sefial por un escalar da lugar a otra sefial) que cumplen toda una serie de propiedades. Asi
pues, en la medida en que los elementos que conforman un espacio vectorial son
denominados vectores, toda seiial, ya sea analdgica o digital, es un vector.

En general, los espacios vectoriales en los que tipicamente pensamos al manejar estos
conceptos son los espacios euclideos de dos y tres dimensiones (es decir, R? y R3), puesto que
nos permiten facilmente imaginar todo esto en términos geométricos. Bien, la diferencia
fundamental existente entre estos espacios y los espacios de las sefiales analdgicas y digitales
esta en la dimensidon de los mismos: asi como, por ejemplo, un vector @ de R? tiene tres
dimensiones ([ax ay az] es una secuencia de tres valores numéricos), las sefiales son vectores
de infinitas dimensiones (pensemos, pues es el caso mas facil, en una sefial digital explicitada
numéricamente: es una secuencia de infinitos valores numéricos). La herramienta matematica
qgue permite extrapolar las nociones algebraicas y geométricas propias de los espacios
euclideos de dos y tres dimensiones a los espacios vectoriales de dimensidn infinita es el
concepto de espacio de Hilbert, que no estudiaremos aqui, pero que, en términos intuitivos,
no es mas que la generalizacion del concepto de espacio euclideo.
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Asi pues, tenemos que nuestras sefales son vectores de infinitas dimensiones, pero vectores al
fin y al cabo. La gracia de que una sefal no sea ni mas ni menos que un vector reside en que
todo aquello que sabemos acerca de los vectores, todos los conceptos y herramientas que
conocemos, entendemos y sabemos aplicar tan bien al trabajar en espacios euclideos de dos
y tres dimensiones, también podemos aplicarlo en el caso de las seiiales. Es mas, de hecho, a
lo largo de este mismo mddulo ya lo hemos aplicado varias veces sin mayor problema.

Tomemos, por ejemplo, el concepto de energia de una seiial, definido en las ecuaciones (207)
y (208) del apartado 6.3, y comparémoslo con el concepto de mddulo (o norma) de un vector:
ambos conceptos son una y la misma cosa. El médulo de un vector se define como la raiz
cuadrada positiva del producto escalar del vector por si mismo vy, por tanto, es el resultado de
calcular la raiz cuadrada positiva de la suma de los productos de cada componente del vector
por si misma; o sea, en el caso de nuestro vector @ de R3, su médulo no es mas que:

la]l = + /a,zc+a32,+a§ (415)

De nuevo para movernos en el caso en que la comparacién se ve mds claramente, si
comparamos este cdlculo con el de la energia de una sefial digital definido en la ecuacién
(208), vemos que, salvo por la raiz cuadrada, ambos consisten en lo mismo (suma de los
productos del valor absoluto de cada muestra de la sefial por si misma). De este modo,
podemos entender que la energia de una sefial no es mas que el cuadrado del médulo de la
sefial/vector.

Un concepto muy importante en el algebra lineal es el del producto escalar, que nos da una
medida que cuanto se parecen entre si dos vectores: si ambos definen la misma direccion del
espacio, su producto escalar (normalizado por sus mddulos) da 1 (maximo parecido posible
entre vectores); si, por el contrario, ambos son ortogonales entre si, su producto escalar da 0
(minimo parecido posible entre vectores). Recordemos que calcular el producto escalar de dos
vectores consiste en multiplicar cada una de sus componentes entre si y sumar los resultados
de todos los productos; o sea, siendo a y b dos vectores de R3:

(@,b) = (ayby) + (ayby) + (a;b,) (416)

Bien, fijémonos ahora en las ecuaciones (297) y (318), en las que se calcula la suma del
producto «punto a punto» de una seial cualquiera por una sefial delta desplazada a un cierto
instante de tiempo. Lo primero que hay que notar es que la operacion que se esta realizando
tanto en (297) como en (318) es un producto escalar entre dos sefiales: se suma el resultado
de multiplicar sus «componentes» entre si, una a una. Por tanto, podemos interpretar estos
calculos como una medida del grado de parecido entre la sefial y la delta desplazada. Claro, el
resultado de la operacion es el valor de amplitud de la sefial en el instante en que estd ubicada
la delta, lo cual, obviamente, es una medida del grado de parecido entre ambas: si la sefial vale
0 en ese instante, el resultado del producto escalar serd 0 y ambas sefales seran
«ortogonales»; y cuanto mayor sea el valor de amplitud de la sefial en ese instante, mayor sera
su grado de parecido con la delta ubicada en ese instante.
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A este respecto, es muy importante darse cuenta de que los conjuntos de sefales delta
8(t —t;),Vt; € Ry 8[n —n;],Vn; € Z estdn formados por sefiales de mddulo unitario:

+ oo
f |6(t —t)|?dt =1, Vt; ER

(417)
+00
Z 16 —ng]|2 = 1, ¥ny € Z
n=-—oco
y que todas ellas son «ortogonales» entre si:
+00
f St —t)8(t—tj)dt =0, Vt;, t; ER t; # ¢;
o (418)

+o0o
Z S[n—nl6[n—n;] =0, Vn,n; €Zn; =1y
n=—oo
Si tenemos en cuenta que, como ya hemos visto en las ecuaciones (298) y (319), cualquier
sefal puede ser engendrada como resultado de una combinacion lineal de sefiales delta, a la
luz del aparato conceptual del dlgebra lineal:

e El conjunto de sefiales delta 6(t — t;), Vt; € R es base generadora del espacio de las
sefales analégicas.

e El conjunto de sefiales delta 8[n — n;],Vn; € Z es base generadora del espacio de
las sefiales digitales.

Y, es mas, ambas son base ortonormal de sus respectivos espacios de sefiales, puesto que,
como hemos visto en (417) y (418), todos sus elementos tienen mdédulo 1 y todos sus
elementos son linealmente independientes entre si: ninguna sefial delta puede ser
engendrada como resultado de una combinacién lineal de las otras sefiales delta de la base, lo
cual quiere decir que la informacién aportada por cada sefial delta es novedosa (no la aporta
nadie mas); esto tiene todo el sentido del mundo, ya que es obvio que la informacion
referente al instante de tiempo i-ésimo (la componente i-ésima de cualquier sefial del
espacio) la aporta Unicamente §(t — t;), en el espacio de las sefiales analdgicas, o §[n — n;],
en el espacio de las sefiales digitales.

La comparacién de estos dos conjuntos de sefiales delta con la base canénica de R3 (formada
por los vectores T=[100], 7=[010], k = [0 0 1]) nos confirma todo lo dicho y, ademas,
hace que veamos que ambos conjuntos son, también, base candnica de sus respectivos
espacios de senales. Del mismo modo que {T,j, E} es base candnica de R3 porque cada uno de
los vectores de la base engendra una de las dimensiones que conforman dicho espacio,
6(t —t;),Vt; € Ry §[n —n;],Vn; € Z son, respectivamente, base canonica del espacio de las
sefiales analdgicas y las digitales: cada una de las dimensiones de ambos espacios (cada uno de
los posibles instantes de tiempo continuo y discreto) es engendrada por una de las sefiales

delta presentes en cada una de las bases. Se observa que la «analogia» es exacta:
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@v=a, (@ph=a, (@k=a

f x()6(t —tdt = x(t;), Vt; ER

2 (419)
+00

Z x[n]8[n — n;] = x[n;], vn; € Z

Y, por el momento, que todo lo dicho sirva para no perder de vista que, en el fondo, la teoria
de sefiales y sistemas viene a proporcionar un marco matematico, pero también conceptual,
desde el que poder modelizar cualquier situacidn, escenario de trabajo o problema practico
gue seamos capaces de expresar en términos de sefiales y sistemas.

En moddulos posteriores, tanto podremos profundizar aiun mads en la «analogia» aqui
presentada, como ampliarla con nuevos conceptos y herramientas. Por ejemplo, llegado el
momento, veremos que, del mismo modo que una sefial no es mds que un vector de
dimensién infinita, todo sistema perteneciente a una cierta familia de sistemas (la de los
sistemas lineales e invariantes en el tiempo) no es mas que una matriz de dimension infinita
que, mediante el producto matricial, transforma una sefial (sefial de entrada del sistema) en
otra (sefal de salida del sistema).

Y también, llegado el momento, veremos otras familias de sefiales distintas a las de las sefiales
delta (concretamente, familias de sefales exponenciales complejas) que también pueden ser
consideradas bases generadoras del espacio de las sefiales. Lo cual nos llevard a introducir el
concepto de «transformada de una sefial», el cual, en el fondo, es equivalente la nocidn
algebraica de cambio de base: dada una seial representada en el dominio temporal (es decir,
engendrada mediante una base de sefiales delta), seremos capaces de representar esa misma
sefial en otros dominios, como por ejemplo el frecuencial (es decir, de engendrarla mediante
una base de exponenciales complejas). En todo caso, ya iremos llegando poco a poco a estas
cuestiones y las estudiaremos en detalle a medida que vayamos profundizando en la teoria.
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Resumen

En este médulo, hemos iniciado una introduccion a la teoria de sefiales y sistemas, limitando
nuestro estudio, sin que ello implique una pérdida de generalidad, a las sefales analdgicas y
digitales de una variable independiente (sefiales unidimensionales).

En términos generales, hemos estudiado sus operaciones basicas, sus transformaciones mas
habituales, los diferentes tipos de sefiales que podremos llegar a manejar, cudles son los
pardmetros basicos mds cominmente utilizados para caracterizarlas, y las sefales tipicas con
las que mas habitualmente se trabaja en la practica. A este respecto, hemos destacado el gran
interés de las sefiales delta y las sefiales exponenciales complejas, las cuales tendran una
importancia capital a lo largo de la teoria que se desarrolla en los mddulos posteriores.

Finalmente, hemos resaltado también el hecho de que las sefiales no son otra cosa que
vectores, lo cual nos permite aplicar el aparato conceptual propio del algebra lineal a la teoria
de sefiales y sistemas. En este sentido, resulta especialmente crucial el hecho, expresado en las
ecuaciones (298) y (319), de que cualquier sefal puede ser engendrada como resultado de una
combinacion lineal de sefiales delta.

En el siguiente mdédulo, completaremos esta introduccion a la teoria de sefiales y sistemas
ocupandonos de los sistemas: definiremos qué es un sistema y cudl es su notacidn
matematica, veremos cdmo modelizarlos mediante su relacién entrada-salida, asi como en
forma de diagrama de bloques, introduciremos los sistemas tipicos mds habituales en la
practica, las distintas formas basicas de asociacion de sistemas y, sobre todo, las diferentes
propiedades que puede poseer o no un sistema.
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Ejercicios de autoevaluacion

1. Respecto de la sefial x(t) = —u(—t + 2)5(t + 5) cos(rt) — 1, écudles de las siguientes
afirmaciones son correctas?
(a) x(t) =0.
(b) x(t) =6(t+5).
(c) x(t) =—-6(t+5)—1.
(d) x(t) =6(+5)—1.

2. Respecto de la sefial x[n] = —u[—n + 2]6[n + 5] sin(3wn) — 1, écudles de las siguientes
afirmaciones son correctas?
(a) x[n] =
(b) x[n] =
(c) x[n] =
(d) x[n] = [n + 5] —1.

3. Respecto de la sefial x(t) = u(t) — u(t — 1), écudles de las siguientes afirmaciones son
correctas?
(a) Su offset esigual a 0.
(b) Suoffsetentret =0yt = 2esiguala %
(c) Su energia es finita y su potencia media es igual a 0.
(d) Su energiay su potencia mediaentret =0yt = 1sonigualesal.

4. Respecto de la sefial x[n] = u[—3n + 7], écudles de las siguientes afirmaciones son

correctas?

(a) x[n] = u[—-n+6].
(b) x[n] = u[-n —6].
(c) x[n] =u[—n+2].
(d) x[n] = u[-n-2].

5. Respecto del muestreo de la sefial x(t) = sin(2mt), écudles de las siguientes afirmaciones
son correctas?

(a) ArazondeT,, = 1seg., dalugar ala sefial x[n] = 0.

(b) ArazondeT,, = % seg., dalugar a la sefial x[n] = sin (gn)

(c) ArazondeT,, = % seg., dalugar a la sefial x[n] = sin (%n)

(d) Arazonde T, = g seg., da lugar a la sefial x[n] = cos(2mn).

6. Respecto de una sefial x[n] cuya amplitud es 1 para todo valor par de n, y —1 para todo
valor impar de n, écuales de las siguientes afirmaciones son correctas?
(a) x[n] es una sefial periddica con un periodo fundamental de dos muestras.
(b) x[n] es la extension periddica de la sefal x,[n] = §[n] — 6[n — 1], a razén de dos
muestras por periodo.
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(c) x[n] = cos(mn).

(d) x[n] = (=)™

(e) x[n] =e/™.

(f) x[n] =e /™.

Sefiales y sistemas | (Mddulo 1)
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Soluciones a los ejercicios de autoevaluacion

1. Larespuesta correcta es la (d).

2. Larespuesta correcta es la (c).

3. Todas las respuestas son correctas.

4. Larespuesta correcta es la (c).

5. Las respuestas (a), (b) y (c) son correctas.

6. Todas las respuestas son correctas.
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